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1. Na figura, esta representado, num referencial o.n. Oxyz rapézio[PQRS]|, de bases

[PQ] €[RS], em que o ladgPS] é perpendicular as bases.
Tem-seP(1,-1,2),Q(—2,1,1) e R(—5,5, —3).

<Y

1.1. Qual das condi¢des seguintes define a superficie esférioanti® no pontd? e que

passa no pontQ?

(A) (z —5)* + (y +5)* + (2 — 3)> = 59
(B) (x —5)* 4+ (y +5)° + (2 — 3)* = 41
C)(x+5)2*+(y—52%+(z2+3)* =41
D) (452 + (y —5)% + (2 + 3)% = 59

1.2. Determine uma equagéao do plano perpendicular aitéta que passa no ponte.

Apresente essa equacao na fowmat by + cz + d = 0.

| Resolucao, pg. 10 Exame nacional de 20212-* fase
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2. Na figura, esté representado, num referencial @nyz, um paralelepipedo retangulo

[ABCDEFGH).
Sabe-se que:

e 0 Vértice A pertence ao eix@zx e 0 vérticeB per-
tence ao eix@y;

e as coordenadas dos vérticBse GG s&o(7,2,15) e
(6,10, 13), respetivamente;

e aretak F' é definida pela equacdo
(x,y,2) = (1,-2,19) + k(—3,—-2,2), k € R.

2.1. Qual das equacbes seguintes define uma reta
perpendicular a retA ' e que passa no ponto?

A) (z,y,2) =(7,-3,3) + k(2,-3,0),k € R
B) (z,y,2) = (7,2,15) + k(0,3,-3), k € R
©) (z,y,z) = (7,-10,3) + £(0,3,3), k € R
(D) (z,y,z) = (7,2,15) + k(2,0,-3), k € R

2.2. Determine, sem recorrer a calculadora, a equacao
reduzida da superficie esférica de centro no ponto
B e que passa no ponio.

Resolucéo, pg. 11 Exame nacional de 20211 fase

3. Nafigura, esta representado, num referencial@yz, o cubo[ABCDEFGH| (o ponto

H néo esta representado na figura).
Sabe-se que:

e 0 pontoA tem coordenadad, 1,4);
e 0 pontoG tem coordenada$, 3, 6);

e aretaAL é definida pela equacao vetorial
(x,y,2) = (7,1,4) + k(3,—-6,2), k € R.

Resolva os iten8.1. € 3.2. sem recorrer a calculadora.
3.1. Determine uma equacao do plafd¢'G.
Apresente essa equacao na forma

ar +by +cz+d=0.

3.2. Determine a equacéao reduzida da superficie esfé-
rica que passa nos oito vértices do cubo.

Resolugéo, pg. 12 Exame nacional de 202Q-* fase

Pagina 2 de 28 academiaaberta. /Q-E\


https://academiaaberta.pt

4. Na figura, esta representado, num referencial @ayz, um cilindro reto.

Sabe-se que:
e 0 pontoA pertence ao eix@y e é o centro de uma das bases do cilindro, e o0 pBnto
pertence ao eix@x e é o centro da outra base;

e 0 pontoC pertence a circunferéncia de cenf?ajue delimita uma das bases do cilin-
dro;

e 0 planoABC é definido pela equa¢cd®a: + 4y + 42z — 12 = 0.
Resolva os itend.1. e 4.2. sem recorrer a calculadora.

4.1. DetermineBC, sabendo que o volume do cilindro ¢ igualCer.

4.2. SejaP o ponto de coordenad43, 5,6).
Determine as coordenadas do ponto do pldif’ que se encontra mais proximo do
ponto P.

Resolucéo, pg. 1‘3 Exame nacional de 20201-* fase

5. Considere, num referencial o.©@xyz, a retar definida por
r=142kNy=3—-4kNz=Fk keR.

Qual dos seguintes vetores pode ser um vetor diretor de umpeagendicular a rete?
(A) @(2,4,1)

(®) b (~3,1,0)

(€) 7(1,1,2)

(D) 7(—4, 2,0)

|Resolugéo, pg. 14 Exame nacional de 2019-* fase
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6. Na figura, estd representado, num referencial @nyz, um paralelepipedo retangulo
[ABCDEFGH].
Sabe-se que:
e 0 VvérticeA pertence ao eix@z e o vérticeB pertence
ao eixoOy;

e 0 VvérticeC' tem coordenadaf), 3,6) e o vérticeGG
tem coordenada$, 11, 0);

e 0 planoABC é definido pela equagéo
3z +4y —12=0.

6.1 Determine o volume do paralelepipedox
[ABCDEFGH).

6.2 SejaP o ponto de coordenadas, —4, 3), e sejar a reta que passa pelo pornfoe é
perpendicular ao pland BC'.
Determine as coordenadas do ponto de intersecc¢ao daceta o plancABC.

Resolucéao, pg. 15 Exame nacional de 2012-* fase

7. Considere, num referencial 0.nOxyz, os planosx, 5 e v, definidos pelas equacgdes
r+y+z=122+2y+2z=1ex+y =0, respetivamente.
A interseccdo dos planes 5 ey é

(A) o conjuntovazio (B) um ponto (C) umareta (D) um plano

|ResolugZo, pg. 16 Exame nacional de 2019-* fase

8. Na figura, esta representada, num referencial@aryz, uma piramide quadrangular regu-
lar [ABC'DV].

Os vérticesd e C' tém coordenada?, 1,0) e (0, —1, 2),respetivamente.
O vérticeV tem coordenadas, —1,2).

8.1 Determine a amplitude do anguleAC.
Apresente o resultado em graus, arredondado
unidades. ,
Se, em calculos intermédios, proceder a arredc
damentos, conserve, no minimo, duas casas d¢
mais.

8.2 Determine uma equacado do plano que contém
base da piramide.
Apresente a equacao na formatby+cz+d = 0.

Resolucéao, pg. 18 Exame nacional de 20191 -* fase
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9. Considere, num referencial 0.@xyz, os planosy, $ e~ definidos pelas equacdgs= —xz,
y=ze22x+3y—z—1=0, respetivamente.
A interseccao dos planes g e~ é

(A) um ponto (B) umareta (C) um plano (D) o conjunto vazio

| Resolugéo, pg. 117 Exame nacional de 2018-* fase

10. Considere, num referencial 0.0xyz, a retar definida pela condicdo
r+1=22ANy=2—-—AANz=3 AeR.

Qual das seguintes equacdes vetoriais define aPeta

( ) =(
®) (z,9,2) = (3,0,3) + k(2,-1,3), k € R
©) (z,y,2) = (=1,2,0) + k(2,-1,3), k € R
(D) (z,y,2) = (=1,2,0) + k(2,—1,0), k€ R
| Resolugéo, pg. 19 Exame nacional de 2018.-* fase

11. Nafigura, esta representado, num referencial @z, um prisma hexagonal regular.
Sabe-se que:

e [PQ] e [QR] sao arestas de uma das bases do
prisma;

o PQ =4.
11.1 Determine o produto escal@® - QL.
11.2 Sabe-se ainda que:

e 0 planoP@Q R tem equacgao
20 +3y — 2 —15=0;

e uma das arestas laterais do prisma é o se
mento de retaPS], em queS € o ponto de
coordenadasl4, 5, 0).

Determine a area lateral do prisma, apresentando o resw@teetiondado as décimas.
Se, em calculos intermédios, proceder a arredondameptseive, No minimo, trés casas
decimais.

Resolucéo, pg. 2‘0 Exame nacional de 2018:* fase
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12. Na figura, esta representado, num referencial @ayz, o prisma quadrangular regular
[OPQRSTUV]. z

-
Sabe-se que: T @:

e afaceOPQR esta contida no plancOy;
e 0 Vértice() pertence ao eix@y e o vérticel pertence

ao eixo0z; R
e 0 planoSTU tem equacao = 3. O \‘z:/-:@—»y

SejaT’ o simétrico do pontd’, relativamente a origem do / P
referencial. T
12.1 Escreva uma equacao da superficie esférica de diametro
12.2 Determine o valor do produto escalaP - RS.
12.3 Uma equagéo do planBQV éz +y = 2.

Determine uma condi¢céo que defina a fEta.
Resolucao, pg. 23 Exame nacional de 20172-* fase

13. Considere, num referencial 0.0xyz, 0 planoa definido pela equacéo
3r+2y+42—-12=0.

13.1 SejaC' o ponto de coordenad#®, 1,4).
Escreva uma equacéo vetorial da reta perpendicular ao plgne passa no ponto.

13.2 SejaD o ponto de coordenadas, 2,2).
Determine as coordenadas do ponto de interseccao d@ fetaom o planay.

13.3 SejamA e B 0s pontos pertencentes ao plamotais queA pertence ao semieixo
positivoOx e B pertence ao semieixo positivey.
SejaP um ponto com cota diferente de zero e que pertence aqEixo
Justifique, recorrendo ao produto escalar de vetores, queuicdA P B é agudo.

Resolucéo, pg. 24 Exame nacional de 20171-* fase
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14. Na figura, esta representado, num referencial @y z, 0 cubo]ABCDEFGH)].
Sabe-se que:

e aface/ABC D] esta contida no plano
xOy

e aarestaC D] esta contida no eix0y

e 0 pontoD tem coordenada®), 4, 0)

e 0planocACG é definido pela equagéo 0 === =[--F—Y
r+y—2—-6=0 /
X A B

14.1 Verifique que o vérticed tem ab-
cissaigual 2.

14.2 Sejar a reta definida pela condi¢&o, y, z) = (1,1,0) + k(1,—1,1), k € R.
Determine as coordenadas do ponto de interseccéo dageta o plancACG.

14.3 SejaP o vértice de uma piramide regular de bésé G H|.
Sabe-se que:

e a cota do pontd® é superior &
e 0 volume da piramide ¢
Determine a amplitude do anguiaG P.
Apresente o resultado em graus, arredondado as unidades.

Se, em célculos intermédios, proceder a arredondamepttsgive, no minimo, duas
casas decimais.

Resolucéo, pg. 2‘5 Exame nacional de 201@&-* fase

15. Na figura, esta representada, num referencial@ayz, uma piramide quadrangular regu-
lar [ABC'DV].

Sabe-se que:

e a base[ABCD] da piramide é paralela ao 4
planozOy

e 0 pontoA tem coordenadas-1, 1, 1)

e 0 pontoC' tem coordenadas-3, 3, 1)

e 0 planoBCYV é definido pela equacao
y+2—10=0

15.1 Escreva uma condicdo que defina a superficie
esférica de centro no pontbe que é tangente
ao planarOy. @)

15.2 Determine as coordenadas do ponto
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15.3 Sejaa o0 plano perpendicular a ret&C' e que passa no ponfo(1, —2, —1).
A interseccao dos planese BC'V € uma reta.
Escreva uma equacéo vetorial dessa reta.

Resolucéo, pg. 26 Exame nacional de 2016l fase

16. Nafigura, esta representado, num referencial @ayz, o poliedrolNOPQRSTUV| que
se pode decompor num cubo e numa piramide quadrangulaaregul
Sabe-se que:

0 vérticeP pertence ao eix@z; Z

v
0 vértice N pertence ao eixQy;

0 vérticeT pertence ao eix@z;

o vertice R tem coordenada, 2, 2);

1
1
I
i
11
1
1
1

o planoPQV é definido pela equacédix + z — 12 = 0.

16.1 Determine as coordenadas do ponto L S
71
7/
1
|
|
I —

16.2 Escreva uma equacéo cartesiana do plano que passa /.,
no pontoP e é perpendicular a re@R. U

16.3 SejaA um ponto pertencente ao pla@dS. e Y
Sabe-se que: b //
e 0 pontoA tem cota igual ao cubo da abcissa; Q
e 0s vetores) A e T'() sao perpendiculares. v
Determine a abcissa do pontg recorrendo a calculadora gréfica.
Na sua resposta:

e eguacione o problema;

e reproduza, num referencial, o(s) grafico(s) da(s) fungg)(que visualizar na cal-
culadora e que |Ihe permite(m) resolver a equacédo, devidenmdentificado(s)
(sugere-se a utiliza¢éo da janela de visualizagdo em que-4, 4] ey € [-2,7));

e apresente a abcissa do ponat@rredondada as centésimas.

| Resolucao, pg. 27 Exame nacional de 20161-* fase

17. Considere, num referencial 0.@zyz, 0s pontosA(0,0,2) e B(4,0,0).
17.1. Considere o plana de equagéda — 2y + z + 3 = 0.
Escreva uma equacdo do plano que passa no pbaté paralelo ao plane.

17.2. Determine uma equacao cartesiana que defina a superfieiecasfa qual o segmento
de reta AB] é um diametro.

17.3. SejaP o ponto pertencente ao plan@y tal que:
e asua abcissa € igual a abcissa do pdsito
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e asua ordenada é positiva;

~ T
pip=".
* 3

Determine a ordenada do ponfo

Resolucéo, pg. 2‘8 Exame nacional de 2015!-* fase
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Resolucoes

Resolucgéo da pergunta 1

| Voltar ao enunciado da pergunta, pd. 1

1.1. Como

RQ=/(-5+22+(5-12+(-3-1)2=+41
entdo a condicdo que define a superficie esférica de cemr@&reeque passa no ponépé
2
(24574 (y =57+ (43 = (VAL) & (@457 + (y = 5)° + (: +3) = 41
A opcéo correta é ).

1.2. Uma vez que o quadrilatero é um trapézio entdo os I&86H e [RS] sdo parale-
los. Consequentementﬁ e Cﬁ? séo colineares e o plano pretendido é perpendicular a

QP.
QP =P—Q=(3,-21).
Assim, o plano pretendido é definido pela condigée 2y+z+d = 0, d € R. Substituindo
P(1,—1,2) nesta equagédo temos
3+24+24+d=0&d=—-T.

Podemos concluir que a equacao do plano pretendido-€2y + z — 7 = 0.

Pagina 10 de 28 academiaaberta. /Q-E\


https://academiaaberta.pt

Resolucéo da pergunta 2

| Voltar ao enunciado da pergunta, pd. 2

2.1. Para uma reta ser perpendicular a ret&, os seus vetores diretores devem ser per-
pendiculares ao vetdr-3,—2,2). Como(2,—-3,0)-(-3,-2,2) = -64+6+0=0¢e
(0,3,3)-(—3,-2,2) =0— 6+ 6 = 0, as alternativas (A) e (C) séo possiveis.

Para verificar a qual delas o ponfiopertence, devemos substituir as suas coordenadas nas
equacOes vetoriais apresentadas. Relativamente a (C3 temo

(7,2,15) = (7, —10,3) + k(0,3,3) < (0,12,12) = (0, 3k, 3k) < k = 4.
Deste modo(C) € a resposta correta.

2.2. Comecemos por notar que é o ponto de intersecdo do plaf@=B com 0 eixo

Oy. Como(—3,—2,2) é um vetor diretor da ret&d F' entdori = (—3,—2,2) € um ve-

tor normal ao pland’G B. Consequentemente, este é definido por uma equacéo da forma
—3x — 2y + 2z +d = 0, parad € R. Substituinda=(6, 10, 13) nesta equagao temos

—3Xx6-2x104+2x134+d=0&d=12

e podemos concluir que3z — 2y + 2z + 12 = 0 € uma equagéao geral do plaat-B.
SubstituindaB(0, b, 0) nesta equagéo temos

0-20+12=0&0=6

e podemos concluir quB(0, 6,0).
O raio da superficie esférica é dado por

r=TEG=+/(T—6)2+ (2102 + (15 — 13)2 = V/69.

A equacéo reduzida da superficie esférica com centro n@@®etque passa no ponio
é portanto
2?4 (y — 6)* + 2° = 69.

Pagina 11 de 28 academiaaberta. /Q-B\


https://academiaaberta.pt

Resolucéo da pergunta 3

Voltar ao enunciado da pergunta, pq. 2

3.1. Video da resolucadil{

Podemos observar na figura que a réfa é perpendicular ao plano. Deste modo e como o
vetor de coordenadd8, —6, 2) € um vetor diretor da reta, podemos concluir que um vetor
normal ao plano & = (3, —6, 2).
Consequentemente o plano é definido pela equacao
3r —6y+224+d=0,

onded € R. Substituindo nesta equacéd5, 3, 6) temos

3xbh—-6x342x6+d=0&d=-9
e podemos concluir que uma equacéo do planrt é

3r —6y+22—-9=0.

3.2. Video da resolucédieservado a inscritos. Inscreva-se neste )irll4

O centro da superficie esférica € o ponto médigAlE|:

7T+5 143 4+6
M[AG’} = < 9 ' 9 ' 9 ) - (67275)

Como

AG=/(T—52+(1-32+(4—6)2=V12=2V3

entdo o raio da superficie esférica & /3.
A equacao reduzida da superficie esférica é

(z—=6)*+(y —2)° + (2 —5)* = 3.
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Resolucéo da pergunta 4

\oltar ao enunciado da pergunta, pq. 3

4.1. Video da resolucddieservado a inscritos. Inscreva-se neste )irll4

Sabemos quel(0,b,0) e B(a,0,0), ondea,b € R. Substituindo na equagdo do plano
ABC temos

3x04+4b+4x0-12=0&0b=3

3a+4x0+4x0—-12=0<a=4.
Temos portantol(0, 3,0) e B(4,0,0).
A altura do cilindro é

AB=+/(0—4)2+ (3-0)2+(0—0)2 = 5.

Como o seu volume € iguall@r temos
AbX5:1O7T<:>Ab:27T<:>7TXB—02:27T<:>B—CI:|:\/§.
Podemos concluir quBC = /2.

4.2. Video da resolucadieservado a inscritos. Inscreva-se neste )irlll4

O ponto do plancABC que se encontra mais proximo do portcé a projecdo ortogo-
nal deP no planoABC.

Um vetor normal ao plandBC é1 = (3,4,4). Por outro lado, uma equacéo vetorial da
reta que contén® e é perpendicular ao planbBC' € dada por:

(r,y,2) = (3,5,6) + k(3,4,4), k € R.
O ponto de intersecao desta reta com o pldity’ € o ponto que pretendemos.

(r,y,2) = (3,5,6) + k(3,4,4)
3r+4y+42—-12=0

(=3 +3k
o y=05+4k
2 =6+4k
| 3r+4y+42—-12=0
( x =0
- y=1
e Ve T,
949k + 20 + 16k + 24 + 16k — 12 =0 k=-—1

Podemos concluir que as coordenadas do ponto do pldho que se encontra mais pro-
ximo do pontoP sé&o(0, 1, 2).
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Resolucéo da pergunta 5

Voltar ao enunciado da pergunta, pg. 3

Video da resolucddieservado a inscritos. Inscreva-se neste )irll4

Comoz =1+2kAy=3—4kAz=k, k€ R podemos concluir que’ = (2,—4,1)é
um vetor diretor da reta.
Como

T =(2,-4,1)-(1,1,2) =2—-4+2=0

entdod L 7.
A opcéo correta é ¢C).
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Resolucéo da pergunta 6

\oltar ao enunciado da pergunta, pq. 4

6.1. Video da resolucddieservado a inscritos. Inscreva-se neste )irlll4

O volume do paralelepipedd BC' D EFGH] € dada pelo produto da area da base vezes a
altura, ou seja

AB x BG x BC.

Para obter a area da base, vamos comecar por determinardsramas do pontd.

Uma vez queA pertence ao eix®z, as suas coordenadas séo da forfiia, 0,0) para
alguma constante € R.

Substituindo na equacao do plaa®C' temos:

3Ixa+0—-12=0«a=4.

Assim, A(4,0,0).

ComoB(0,3,0) eC(0,3,6) entdo

AB = /(4= 002+ (0—3)2+ (0 —0)? = 5;
BG=./(0-6)2+(3-11)2+(0-0)2=10

e 0 volume do paralelepiped®é 10 x 6 = 300 unidades de volume.

6.2. Video da resolucéddieservado a inscritos. Inscreva-se neste )irlll4

Sabemos que um plano definido por uma equacao da fermaby + cz + d = 0 ad-
mite o vetor de coordenadas(a, b, ¢) como vetor normal.
Por conseguintey (3,4, 0) sdo as coordenadas de um vetor normal ao plaBG6’ e

(x,y,2) = (1,-4,3) + k(3,4,0), k e R

€ uma equacdao vetorial da reta
A solucao do sistema seguinte da-nos as coordenadas dodeoimtiersecao da retacom
o planoABC.

3z 44y —12=0 3(1+3k) +4(4k —4) — 12 =0
(x,y,2) = (1,—4,3) + k(3,4,0) (x,y,2) = (14 3k, —4 + 4k, 3)

N 25k = 25 o k=1
- — (x,y,2) = (4,0,3).

Logo, as coordenadas do ponto de interse¢éo da m o plancABC séo(4, 0, 3).

\oltar ao enunciado da pergu¢ta
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Resolucéo da pergunta 7

\oltar ao enunciado da pergunta, pq. 4

Video da resolucddieservado a inscritos. Inscreva-se neste )irll4

Note-se quei, (1,1, 1) eriz(2,2,2) séo vetores normais aos planosg 3, respetivamente.
Comorig = 21, 0S planosy e 3 sdo paralelos. Por outro lado,

THy+z=12r+2y+22=2%2x+2y+22=1

permite-nos concluir que os planas 5 sdo estritamente paralelos. Consequentemente, a
intersecao dos trés planos é o conjunto vazio.

Um outro modo de concluir o pretendido é através da resoldg&istema seguinte:

r+y+z=1 20 + 2y 4+ 22 =2
20 +2y+22=1 & 20+2y+2z2=1
r+y=20 - — =

1=2

Como o sistema € impossivel, a intersec¢ao dos trés planosrgunto vazio.
Podemos concluir que a opcao correta(é)a
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Resolucéo da pergunta 9

Voltar ao enunciado da pergunta, pg. 5

Video da resolucddieservado a inscritos. Inscreva-se neste )irlll4

A resolucdo do sistema seguinte conduz-nos a conclus@waetente a intersecdo dos
trés planos.

Yy=—x Yy=—x
y==z S0 2=
20+3y—2—1=0 20 —3x+x—-1=0
y=—x

S0 2=
—-1=0

Podemos concluir que a opcéo correta(B)a
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Resolucéo da pergunta 8

\oltar ao enunciado da pergunta, pq. 4

8.1
Video da resolucddieservado a inscritos. Inscreva-se neste )irll4

a determinar a amplitude do anguldC' vamos determinar os vetords” eﬁ.

Para
—X}:V A (3, 1,2) (2,1,0) (1 —2 2)
H
Cos (ﬁ“@) = _/}V : @
|AV]| x ||AC|
s (1,-2,2) - (—2,-2,2)
AVMAC =
& oos (AVAC) = 1 25z 22 3
— —2+4+4
& AVAAC) =
Cos( ) JitdtdxVitdra
— 6
o AVNAC) = ——
cos( ) Wivi

8.2
Video da resolucddieservado a inscritos. Inscreva-se neste )irll4
Para determinar uma equacgéo do plano que contém a base widpir&amos comecar

por determinar um vetor normal ao plano.
SejalM o ponto médio do segmento de réteC|. Entéo

2 1—-1 2
Mo (20 12102 g,
2 2 2

ComoW € um vetor normal ao plandBC e
MV =V —M=(3,-1,2) — (1,0,1) = (2, —1,1),
a sua equacao cartesiana € da forma
2r—y+2z+d=0,

onded € R.
SubstituindeA(2, 1, 0) na equacao temos

2%x2—-1404+d=0&<d=-3

e podemos concluir qu&r — y + z — 3 = 0 € uma equagéao do plano pretendido.
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Resolucéo da pergunta 10

\oltar ao enunciado da pergunta, pq. 5

Video da resolucddieservado a inscritos. Inscreva-se neste )irlll4
Como
TH+1=220Ny=2-ANz=3r=—14+22ANy=2-ANz=3ANz2=3

entdo podemos concluir qué&—1,2,3) € um ponto de e quer’ = (2,—1,0) € um dos
seus vetores diretores.
Nesta fase, como as opcdes e (D) apresentant como vetor diretor entdo estamos incli-
nados para estas opcoes.
Relativamente a op¢de), averiguemos sg3, 0, 3) é ponto de-.
Substituindo as suas coordenadas na equacgéo dadatia temos

3+1 0-2

5 — 3=3& N3=3

Podemos concluir que a opcéo correta(é)a
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Resolucéo da pergunta 11

\oltar ao enunciado da pergunta, pq. 5

111
Video da resolucadieservado a inscritos. Inscreva-se neste )irlll4

Podemos observar na figura seguinte que
PQR = 120°.

Pela definicdo de produto escalar temos

QP - QL = |QP|| x ||QR]| x cos (120°)

1
—4xdx(—=)=-8
‘ X(Q)

Video da resolucadieservado a inscritos. Inscreva-se neste )irlll4

11.2

Vamos comecar por determinar as coordenadas do gonpmnto de intersecao da reta
PS com o planaPQR.
Para isso, comecemos por notar que, come (2,3, —1) é um vetor normal ao plano
PQR, entdo(zx,y, z) = (14,5,0) + k(2,3,—1), k € R é uma equagéo vetorial da rgt®.
Temos portanto:

20 +3y—2—15=0

(x,y,2) = (14,5,0) + k(2,3, —1)
2144+ 2k) +3(5+3k) — (k) —15=0

(.T,y,Z) - (14+ 2k75 + 3k7 _k>
k= —2

(z,y,2) = (14 + 2k,5 + 3k, —k)
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&
(,y,2) = (10,—1,2).
Podemos concluir qug (10, —1, 2).

PS = /(10 =147 4 (~1 = 5)* + (2 — 0
_ V56,

Deste modo, a area laterélfaces laterais) arredondada as décimas é

6 x PQ x PS =6 x4 x /56 ~ 179.6.

\oltar ao enunciado da perguﬁuta
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Resolucéo da pergunta ?7?

Voltar ao enunciado da pergunta, ﬁ@‘

Comecemos por notar que confitiz) < 0, Vz € R* entdof é decrescente eft. A
titulo meramente ilustrativo, consideremos o grafico daisegfigura.

A hipotese deDP = PQ traduz-se no facto de o triangul® PQ)] ser is6sceles. Con-
sequentemente, a abcissa@ee o dobro da de”. O declive da retaP() € portanto

m= 02; f(z) = _fEla)_ Logo, f'(a) = —@ e
o) + fgl) _ _f(aa) N fgl) _0
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Resolucéo da pergunta 12

| Voltar ao enunciado da pergunta, pd. 6

12.1 ComoT € Oz entdoT'(0,0,3). A superficie esférica pretendida tem centro no ponto
(0,0,0). Assim, asua equagaorg + y> + 22 =32 & 22 + > + 22 = 9.

122 TemosUP = TO = O =T = (0,0,-3) e RS = —TO = (0,0,3). Assim,
UP-RS = (—0,0,-3)-(0,0,3) =040 —9 = —9.
12.3 Comecemos por notar qdgé o ponto de interse¢do d&)V comOy.
T+y=2 y =2
{ r=0Az=0 @{ T=0Az=0
Logo, Q(0,2,0).
Por outro Iado@ =Q—-T=10,2,0)—(0,0,3) = (0,2,—3). Assim, a retd’'() pode
ser definida, por exemplo, pela equacéo vetorial

(r,y,2) =(0,2,0)+ k(0,2,-3), k € R.
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Resolucéo da pergunta 13

\oltar ao enunciado da pergunta, pq. 6

13.1 Um vetor normal do plane é7 = (3,2,4).
Consequentementg,é um vetor diretor de qualquer reta perpendicular ao ptano
Uma equacdao vetorial da reta pretendida € portanto

(r,y,2) =(2,1,4) + k(3,2,4), k € R.

132ComoOD = D — O = (4,2,2), uma equagéo vetorial da reteD é

(r,y,2) =(0,0,0) + k(4,2,2), k € R.

Vamos agora resolver o sistema seguinte para obter o pormbetigecdo da ret@ D com
o planoa:

(z,y,2) =(0,0,0) + k(4,2,2)
3z +2y+42—-12=0

(2,9, ) = (4k, 2k, 2k)
3 x4k +2x2k+4x2k—12=0

o { @y,2) = (4k,2k,2k) (z,y,2) = (2,1,1)
24k = 12 P

N | =

Podemos concluir que o ponto de interse¢do da(édecom o planay é (2,1, 1).
13.3ComoA(a,0,0) e B(0,b,0) paraa > 0 eb > 0 entdo temos:

e 3t+2x04+4x0—-12=0x<a=14;

e 3x0+20+4x0—-12=0&b=6.
Logo A(4,0,0) e B(0,6,0).
SejaP&O,c) come € R\ {0}.
ComoPA=A—-P=(4,0,0)—(0,0,¢c) = (4,0, —c)
ePB=B—P=(0,6,0)—(0,0,¢) = (0,6, —¢) entdo

ﬁ4~ﬁ:4x0+0x6—cx(—c):c2.

Comoc € R\ {0} entdoc* > 0.
Como o produto escalar é positivo entdo o anguidB é agudo.
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Resolucéo da pergunta 14

| Voltar ao enunciado da pergunta, pd. 7

14.1 O pontoC € o ponto de intersecao dg; com o plancAC'G. Deste modo,
r=0ANz=0
{ r+y—2—6=0
y =
Logo C(0,6,0) e podemos concluir que o lado do cubo méd€ = 2 unidades de com-
primento. Deste modo4 (2,4, 0) e conclui-se que a abcissa de 2.
14.2 O ponto pretendido é a solugdo do sistema seguinte.

=

(r,y,2)=(1,1,0) + k(1,—1,1)
r+y—2—-6=0
r=1+k
el Y=Lk
Z =
————— = -3
_____ y=5
=y < z=—4
1+k+1—-k—k—-6=0 k= -4

Podemos concluir que o ponto de intersec@e® 5, —4).
14.3 A figura seguinte ilustra a situa¢cdo.Como a area da base @aide é2 x 2 = 4, 0

seu volume set implica que, senda a sua alturefg—h =4 < h = 3. Logo P(1,5,5).

: Ap) _ _ GOGP
ASS|m,COS <OGP) == Wﬂ

GO=0—G=(0,0,0)— (2,6,2) = (~2,—6, —2).
GP=P—G=(1,55)—(2,6,2) = (—1,-1,3).
Logo,

_ (=2, -6,-2) - (—1,~1,3)
0GP) =
Cos( ) VIT36+4dxVIt1lt0

~ 2+6-6
& OGP )| = ——
s (00F) = i

& OGP ~ 85°.
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Resolucéo da pergunta 15

Voltar ao enunciado da pergunta, pq. 7

15.1 Uma vez que o centro da superficie esférica é o pehtque tem cota, entdo o
seu raio él.
Consequentemente, a sua equacao é

(T+1)*+(y -1+ (-1 =1
15.2 Como a piramide € quadrangular regular eritd@m a mesma abcissa e ordenada que
0 ponto médio do segmento de retaC]:

Moo — TA+To Ya~+ Yo za+ zc
[AC] — 9 ) 2 ) 9
—1-31+3 1+1
) il ) il = (_27 27 ]-) .
2 2 2
Logo, o pontdV/ (-2, 2, ¢) ondec € R.
Substituindo este ponto na equacéo do pledad/” vem

3X24+c—-10=0&c=4.

Podemos assim concluir qig —2, 2, 4).
15.3 Como o planax é perpendicular a retaC e

AC =C—A=(-3,3,1)— (~1,1,1) = (~2,2,0)
entdo é da forma2z + 2y + 0z + d = 0 onded € uma constante real.
Substituindo as coordenadas®él, —2, —1) nesta equagéo vem

—2x142x(-2)+d=0&d=6

e podemos concluir que uma equacéo do plago-2x + 2y + 6 = 0.
Para encontrar uma equacao da reta que resulta da inteckecatanosy e BC'V vamos
resolver o sistema
{ 2042y +6=0 @{ 2y =22 —6
3y+2—10=0 3y=—z+10

y:x—g z—10
& s Sr—3=y=
{y: ;’-10 Y 3

r—3 y—-0_ =z-10
11 =3
Obtivemos uma equacéo cartesiana da reta pretendida e psdentluir que a reta contém
0 ponto(3, 0, 10) e tem a direcéo do vetdt, 1, —3).
Uma equacao vetorial desta reta

(z,y,2) = (3,0,10) + k(1,1,-3), k € R

\oltar ao enunciado da pergurﬁta
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Resolucéo da pergunta 16

\oltar ao enunciado da pergunta, pq. 8

16.1 O pontoV tem como coordenadds, 1, c) ondec € R uma vez que, como a pira-
mide é regular, a projecdo déno planozOy € (1, 1,0). Por outro lado, comd” pertence
ao planoPQV tera que verificar a sua equacéo geral:

6x1+c—-12=0&c=6.

Podemos portanto concluir qig1, 1, 6).
16.2 Como o plano é perpendicular a ré& entdo admite como vetor normal

OB —=R—0=(22,2)—(0,0,0) = (2,2,2).

Assim, a sua equacao geral € da fomat 2y + 2z + d = 0 onded € R. Substituindo as
coordenadas d&(2,0,0) nesta equagéo vem

n

2X24+2x04+2x04+d=0=d=—-4

e podemos concluir que a equacdo geral do plano pedidet&y + 22 — 4 = 0.
16.3 Como o plana@) RS € perpendicular &y tem de equacag = 2. Consequentemente

A(a, 2,c) paraa, c € R. A hipOtese de a cota dé ser igual ao cubo da abcissa traduz-se
na igualdade = «*. Nesta fase ja sabemos qdéu, 2, a®) paraa € R.

Como(TéliA -0 = (a,2,a%) eT@ =Q—-T=(2,2,0)—(0,0,2) = (2,2, —2) entdo
os vetore) A eT@ séo perpendiculares se e sO se

—
OA-T@:O@(a,z,a3)-(2,2,—2):0@2a+4—2a3:0.

A figura seguinte apresenta parte do graficg de2a + 4 — 2a® obtido numa calculadora
grafica conjuntamente com o seu zero no interjralg 4].

l\y

Ry

0 1.52\

Podemos concluir que a abcissa4larredondada as centésimas .

\oltar ao enunciado da perguﬁ]ta
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Resolucéo da pergunta 17

Voltar ao enunciado da pergunta, pq. 8

17.1. Um vetor normal ao plana é7 = (1, -2, 1).

Como planos paralelos tém vetores normais perpendiculangisno pretendido também

tem+ como vetor normal. Consequentemente é da forma
r—2y+z2z+d=0

onded é uma constante real.
Substituindo nesta equacéo as coordenadas do pdato, 2) vem

0-2x04+24+d=0d= -2

e podemos concluir que uma equacgao do plano paralelo ao plgne contém o pontd
er—2y+2—2=0.

17.2. O centro da circunferéncia pretendida € o ponto médio\da:

Mo — Ta+2IB Ya+Yp 2a+ 2B
[AB] — 9 ) 9 ; 2
0+4 0+0 240
- () —20,).
2 2 2

O seu raio é metade da distancia entre B:

11—
r=gAB = \/(xA — )" + (ya —ys)’ + (24 — 2B)°

_ %\/(0—4)2+(0—0)2+(2—0)2: %\/%.

()

17.3. Nas condigdes apresentadas podemos considerB(d@ug, 0) ondeb > 0.

Por outro lado, comall = B — A = (4,0, —2) e AP = P — A = (4,b, —2)

AB - AP

A equacéo da superficie esférica pretendida é

(x 2) +y+z—1

-2 +y*+ (2 —1)?

CoS (BA\P) = < cos (E) = 16+0+4
AB x AP 3 V20 x /20 + b2

1
&5 (VI x V20 1) =20 20 (20 + 1?) = 407
&b =60 < b= £2V15.

Como a ordenada de é positiva entdd = 2+/15.
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