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Geometria em R
3 do 11.o – Exames

Perguntas de Exames Nacionais dos últimos 16 anos com resolução e/ou vídeo.
Versão de 9 de janeiro de 2022.
Verifique se existe versão com data mais recenteaquie aceda a mais fichasaqui.

1. Na figura, está representado, num referencial o.n. Oxyz, um trapézio[PQRS], de bases
[PQ] e[RS], em que o lado[PS] é perpendicular às bases.
Tem-seP (1,−1, 2), Q(−2, 1, 1) eR(−5, 5,−3).

1.1. Qual das condições seguintes define a superfície esférica decentro no pontoR e que
passa no pontoQ?
(A) (x− 5)2 + (y + 5)2 + (z − 3)2 = 59
(B) (x− 5)2 + (y + 5)2 + (z − 3)2 = 41
(C) (x+ 5)2 + (y − 5)2 + (z + 3)2 = 41
(D) (x+ 5)2 + (y − 5)2 + (z + 3)2 = 59

1.2. Determine uma equação do plano perpendicular à retaRS e que passa no pontoP .
Apresente essa equação na formaax+ by + cz + d = 0.

Resolução, pg. 10 Exame nacional de 2021 -2.a fase

Página 1 de 28 academiaaberta.pt

https://bit.ly/geometriaespaco11exame
https://bit.ly/fichasmat11
https://academiaaberta.pt


2. Na figura, está representado, num referencial o.n.Oxyz, um paralelepípedo retângulo
[ABCDEFGH ].
Sabe-se que:

• o vérticeA pertence ao eixoOx e o vérticeB per-
tence ao eixoOy;

• as coordenadas dos vérticesE eG são(7, 2, 15) e
(6, 10, 13), respetivamente;

• a retaEF é definida pela equação
(x, y, z) = (1,−2, 19) + k(−3,−2, 2), k ∈ R.

2.1. Qual das equações seguintes define uma reta
perpendicular à retaEF e que passa no pontoE?

(A) (x, y, z) = (7,−3, 3) + k(2,−3, 0), k ∈ R

(B) (x, y, z) = (7, 2, 15) + k(0, 3,−3), k ∈ R

(C) (x, y, z) = (7,−10, 3) + k(0, 3, 3), k ∈ R

(D) (x, y, z) = (7, 2, 15) + k(2, 0,−3), k ∈ R

2.2. Determine, sem recorrer à calculadora, a equação
reduzida da superfície esférica de centro no ponto
B e que passa no pontoD.

Resolução, pg. 11 Exame nacional de 2021 -1.a fase

3. Na figura, está representado, num referencial o.n.Oxyz, o cubo[ABCDEFGH ] (o ponto
H não está representado na figura).
Sabe-se que:

• o pontoA tem coordenadas(7, 1, 4);

• o pontoG tem coordenadas(5, 3, 6);

• a retaAE é definida pela equação vetorial
(x, y, z) = (7, 1, 4) + k(3,−6, 2), k ∈ R.

Resolva os itens3.1. e 3.2. sem recorrer à calculadora.

3.1. Determine uma equação do planoEFG.
Apresente essa equação na forma

ax+ by + cz + d = 0.

3.2. Determine a equação reduzida da superfície esfé-
rica que passa nos oito vértices do cubo.

Resolução, pg. 12 Exame nacional de 2020 -2.a fase
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4. Na figura, está representado, num referencial o.n.Oxyz, um cilindro reto.

Sabe-se que:

• o pontoA pertence ao eixoOy e é o centro de uma das bases do cilindro, e o pontoB

pertence ao eixoOx e é o centro da outra base;

• o pontoC pertence à circunferência de centroB que delimita uma das bases do cilin-
dro;

• o planoABC é definido pela equação3x+ 4y + 4z − 12 = 0.

Resolva os itens4.1. e 4.2. sem recorrer à calculadora.

4.1. DetermineBC, sabendo que o volume do cilindro é igual a10π.

4.2. SejaP o ponto de coordenadas(3, 5, 6).
Determine as coordenadas do ponto do planoABC que se encontra mais próximo do
pontoP .

Resolução, pg. 13 Exame nacional de 2020 -1.a fase

5. Considere, num referencial o.n.Oxyz, a retar definida por

x = 1 + 2k ∧ y = 3− 4k ∧ z = k, k ∈ R.

Qual dos seguintes vetores pode ser um vetor diretor de uma reta perpendicular à retar?

(A) −→a (2, 4, 1)

(B)
−→
b (−3, 1, 0)

(C) −→c (1, 1, 2)

(D)
−→
d (−4, 2, 0)

Resolução, pg. 14 Exame nacional de 2019 -2.a fase
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6. Na figura, está representado, num referencial o.n.Oxyz, um paralelepípedo retângulo
[ABCDEFGH ].
Sabe-se que:

• o vérticeA pertence ao eixoOx e o vérticeB pertence
ao eixoOy;

• o vérticeC tem coordenadas(0, 3, 6) e o vérticeG
tem coordenadas(6, 11, 0);

• o planoABC é definido pela equação
3x+ 4y − 12 = 0.

6.1 Determine o volume do paralelepípedo
[ABCDEFGH ].

6.2 SejaP o ponto de coordenadas(1,−4, 3), e sejar a reta que passa pelo pontoP e é
perpendicular ao planoABC.
Determine as coordenadas do ponto de intersecção da retar com o planoABC.

Resolução, pg. 15 Exame nacional de 2019 -2.a fase

7. Considere, num referencial o.n.Oxyz, os planosα, β e γ, definidos pelas equações
x+ y + z = 1, 2x+ 2y + 2z = 1 ex+ y = 0, respetivamente.
A intersecção dos planosα, β eγ é

(A) o conjunto vazio (B) um ponto (C) uma reta (D) um plano

Resolução, pg. 16 Exame nacional de 2019 -1.a fase

8. Na figura, está representada, num referencial o.n.Oxyz, uma pirâmide quadrangular regu-
lar [ABCDV ].
Os vérticesA eC têm coordenadas(2, 1, 0) e (0,−1, 2),respetivamente.
O vérticeV tem coordenadas(3,−1, 2).

8.1 Determine a amplitude do ânguloV AC.
Apresente o resultado em graus, arredondado às
unidades.
Se, em cálculos intermédios, proceder a arredon-
damentos, conserve, no mínimo, duas casas deci-
mais.

8.2 Determine uma equação do plano que contém a
base da pirâmide.
Apresente a equação na formaax+by+cz+d = 0.

Resolução, pg. 18 Exame nacional de 2019 -1.a fase
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9. Considere, num referencial o.n.Oxyz, os planosα, β eγ definidos pelas equaçõesy = −x,
y = z e2x+ 3y − z − 1 = 0, respetivamente.
A intersecção dos planosα, β eγ é

(A) um ponto (B) uma reta (C) um plano (D) o conjunto vazio

Resolução, pg. 17 Exame nacional de 2018 -2.a fase

10. Considere, num referencial o.n.Oxyz, a retar definida pela condição

x+ 1 = 2λ ∧ y = 2− λ ∧ z = 3, λ ∈ R.

Qual das seguintes equações vetoriais define a retar?

(A) (x, y, z) = (3, 0, 3) + k(2,−1, 0), k ∈ R

(B) (x, y, z) = (3, 0, 3) + k(2,−1, 3), k ∈ R

(C) (x, y, z) = (−1, 2, 0) + k(2,−1, 3), k ∈ R

(D) (x, y, z) = (−1, 2, 0) + k(2,−1, 0), k ∈ R

Resolução, pg. 19 Exame nacional de 2018 -1.a fase

11. Na figura, está representado, num referencial o.n.Oxyz, um prisma hexagonal regular.
Sabe-se que:

• [PQ] e [QR] são arestas de uma das bases do
prisma;

• PQ = 4.

11.1 Determine o produto escalar
−→
QP · −→QR.

11.2 Sabe-se ainda que:

• o planoPQR tem equação
2x+ 3y − z − 15 = 0;

• uma das arestas laterais do prisma é o seg-
mento de reta[PS], em queS é o ponto de
coordenadas(14, 5, 0).

Determine a área lateral do prisma, apresentando o resultado arredondado às décimas.
Se, em cálculos intermédios, proceder a arredondamentos, conserve, no mínimo, três casas
decimais.

Resolução, pg. 20 Exame nacional de 2018 -1.a fase
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12. Na figura, está representado, num referencial o.n.Oxyz, o prisma quadrangular regular
[OPQRSTUV ].

Sabe-se que:

• a faceOPQR está contida no planoxOy;

• o vérticeQ pertence ao eixoOy e o vérticeT pertence
ao eixoOz;

• o planoSTU tem equaçãoz = 3.

SejaT ′ o simétrico do pontoT , relativamente à origem do
referencial. x

y

z

O

P
Q

R

V
S

T U

12.1 Escreva uma equação da superfície esférica de diâmetroTT ′.

12.2 Determine o valor do produto escalar
−→
UP · −→RS.

12.3 Uma equação do planoPQV éx+ y = 2.
Determine uma condição que defina a retaTQ.

Resolução, pg. 23 Exame nacional de 2017 -2.a fase

13. Considere, num referencial o.n.Oxyz, o planoα definido pela equação

3x+ 2y + 4z − 12 = 0.

13.1 SejaC o ponto de coordenadas(2, 1, 4).
Escreva uma equação vetorial da reta perpendicular ao planoα que passa no pontoC.

13.2 SejaD o ponto de coordenadas(4, 2, 2).
Determine as coordenadas do ponto de intersecção da retaOD com o planoα.

13.3 SejamA e B os pontos pertencentes ao planoα, tais queA pertence ao semieixo
positivoOx eB pertence ao semieixo positivoOy.
SejaP um ponto com cota diferente de zero e que pertence ao eixoOz.
Justifique, recorrendo ao produto escalar de vetores, que o ânguloAPB é agudo.

Resolução, pg. 24 Exame nacional de 2017 -1.a fase
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14. Na figura, está representado, num referencial o.n.Oxyz, o cubo[ABCDEFGH ].
Sabe-se que:

• a face[ABCD] está contida no plano
xOy

• a aresta[CD] está contida no eixoOy

• o pontoD tem coordenadas(0, 4, 0)

• o planoACG é definido pela equação
x+ y − z − 6 = 0

14.1 Verifique que o vérticeA tem ab-
cissa igual a2.

x

y

z

O

A B

CD

E H

GF

14.2 Sejar a reta definida pela condição(x, y, z) = (1, 1, 0) + k(1,−1, 1), k ∈ R.
Determine as coordenadas do ponto de intersecção da retar com o planoACG.

14.3 SejaP o vértice de uma pirâmide regular de base[EFGH ].
Sabe-se que:

• a cota do pontoP é superior a2

• o volume da pirâmide é4

Determine a amplitude do ânguloOGP .
Apresente o resultado em graus, arredondado às unidades.
Se, em cálculos intermédios, proceder a arredondamentos, conserve, no mínimo, duas
casas decimais.

Resolução, pg. 25 Exame nacional de 2016 -2.a fase

15. Na figura, está representada, num referencial o.n.Oxyz, uma pirâmide quadrangular regu-
lar [ABCDV ].

Sabe-se que:

• a base[ABCD] da pirâmide é paralela ao
planoxOy

• o pontoA tem coordenadas(−1, 1, 1)

• o pontoC tem coordenadas(−3, 3, 1)

• o planoBCV é definido pela equação
3y + z − 10 = 0

15.1 Escreva uma condição que defina a superfície
esférica de centro no pontoA e que é tangente
ao planoxOy.

15.2 Determine as coordenadas do pontoV .

x

y

z

b b

bb

b

A B

C
D

V

O
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15.3 Sejaα o plano perpendicular à retaAC e que passa no pontoP (1,−2,−1).
A intersecção dos planosα eBCV é uma reta.
Escreva uma equação vetorial dessa reta.

Resolução, pg. 26 Exame nacional de 2016 -1.a fase

16. Na figura, está representado, num referencial o.n.Oxyz, o poliedro[NOPQRSTUV ] que
se pode decompor num cubo e numa pirâmide quadrangular regular.
Sabe-se que:

• o vérticeP pertence ao eixoOx;

• o vérticeN pertence ao eixoOy;

• o vérticeT pertence ao eixoOz;

• o vérticeR tem coordenadas(2, 2, 2);

• o planoPQV é definido pela equação6x+ z − 12 = 0.

16.1 Determine as coordenadas do pontoV .

16.2 Escreva uma equação cartesiana do plano que passa
no pontoP e é perpendicular à retaOR.

16.3 SejaA um ponto pertencente ao planoQRS.
Sabe-se que:

• o pontoA tem cota igual ao cubo da abcissa;

• os vetoresOA eTQ são perpendiculares. x

y

z

b

b b

b

b

b b

b

O

T

P
Q

N

U R

S

V

Determine a abcissa do pontoA, recorrendo à calculadora gráfica.
Na sua resposta:

• equacione o problema;

• reproduza, num referencial, o(s) gráfico(s) da(s) função(ões) que visualizar na cal-
culadora e que lhe permite(m) resolver a equação, devidamente identificado(s)
(sugere-se a utilização da janela de visualização em quex ∈ [−4, 4] ey ∈ [−2, 7]);

• apresente a abcissa do pontoA arredondada às centésimas.

Resolução, pg. 27 Exame nacional de 2016 -1.a fase

17. Considere, num referencial o.n.Oxyz, os pontosA(0, 0, 2) eB(4, 0, 0).

17.1. Considere o planoα de equaçãox− 2y + z + 3 = 0.
Escreva uma equação do plano que passa no pontoA e é paralelo ao planoα.

17.2. Determine uma equação cartesiana que defina a superfície esférica da qual o segmento
de reta[AB] é um diâmetro.

17.3. SejaP o ponto pertencente ao planoxOy tal que:

• a sua abcissa é igual à abcissa do pontoB;
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• a sua ordenada é positiva;

• BÂP =
π

3
.

Determine a ordenada do pontoP .

Resolução, pg. 28 Exame nacional de 2015 -1.a fase
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Resoluções

Resolução da pergunta 1

Voltar ao enunciado da pergunta, pg. 1

1.1. Como
RQ =

√
(−5 + 2)2 + (5− 1)2 + (−3− 1)2 =

√
41

então a condição que define a superfície esférica de centro nemR e que passa no pontoQ é

(x+ 5)2 + (y − 5)2 + (z + 3)2 =
(√

41
)2

⇔ (x+ 5)2 + (y − 5)2 + (z + 3)2 = 41

A opção correta é a(C).

1.2. Uma vez que o quadrilátero é um trapézio então os lados[PQ] e [RS] são parale-
los. Consequentemente,

−→
RS e

−→
QP são colineares e o plano pretendido é perpendicular a−→

QP .−→
QP = P −Q = (3,−2, 1).
Assim, o plano pretendido é definido pela condição3x−2y+z+d = 0, d ∈ R. Substituindo
P (1,−1, 2) nesta equação temos

3 + 2 + 2 + d = 0 ⇔ d = −7.

Podemos concluir que a equação do plano pretendido é3x− 2y + z − 7 = 0.
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Resolução da pergunta 2

Voltar ao enunciado da pergunta, pg. 2

2.1. Para uma reta ser perpendicular à retaEF , os seus vetores diretores devem ser per-
pendiculares ao vetor(−3,−2, 2). Como(2,−3, 0) · (−3,−2, 2) = −6 + 6 + 0 = 0 e
(0, 3, 3) · (−3,−2, 2) = 0− 6 + 6 = 0, as alternativas (A) e (C) são possíveis.
Para verificar a qual delas o pontoE pertence, devemos substituir as suas coordenadas nas
equações vetoriais apresentadas. Relativamente a (C) temos

(7, 2, 15) = (7,−10, 3) + k(0, 3, 3) ⇔ (0, 12, 12) = (0, 3k, 3k) ⇔ k = 4.

Deste modo,(C) é a resposta correta.

2.2. Comecemos por notar queB é o ponto de interseção do planoFGB com o eixo
Oy. Como(−3,−2, 2) é um vetor diretor da retaEF então~n = (−3,−2, 2) é um ve-
tor normal ao planoFGB. Consequentemente, este é definido por uma equação da forma
−3x− 2y + 2z + d = 0, parad ∈ R. SubstituindoG(6, 10, 13) nesta equação temos

−3× 6− 2× 10 + 2× 13 + d = 0 ⇔ d = 12

e podemos concluir que−3x − 2y + 2z + 12 = 0 é uma equação geral do planoFGB.
SubstituindoB(0, b, 0) nesta equação temos

0− 2b+ 12 = 0 ⇔ b = 6

e podemos concluir queB(0, 6, 0).
O raio da superfície esférica é dado por

r = EG =
√

(7− 6)2 + (2− 10)2 + (15− 13)2 =
√
69.

A equação reduzida da superfície esférica com centro no ponto B e que passa no pontoD
é portanto

x2 + (y − 6)2 + z2 = 69.
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Resolução da pergunta 3

Voltar ao enunciado da pergunta, pg. 2

3.1. Vídeo da resolução:

Podemos observar na figura que a retaAE é perpendicular ao plano. Deste modo e como o
vetor de coordenadas(3,−6, 2) é um vetor diretor da reta, podemos concluir que um vetor
normal ao plano é~n = (3,−6, 2).
Consequentemente o plano é definido pela equação

3x− 6y + 2z + d = 0,

onded ∈ R. Substituindo nesta equaçãoG(5, 3, 6) temos

3× 5− 6× 3 + 2× 6 + d = 0 ⇔ d = −9

e podemos concluir que uma equação do planoEFG é

3x− 6y + 2z − 9 = 0.

3.2. Vídeo da resolução (Reservado a inscritos. Inscreva-se neste link!):

O centro da superfície esférica é o ponto médio de[AG]:

M[AG] =

(
7 + 5

2
,
1 + 3

2
,
4 + 6

2

)
= (6, 2, 5).

Como
AG =

√
(7− 5)2 + (1− 3)2 + (4− 6)2 =

√
12 = 2

√
3

então o raio da superfície esférica ér =
√
3.

A equação reduzida da superfície esférica é

(x− 6)2 + (y − 2)2 + (z − 5)2 = 3.
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Resolução da pergunta 4

Voltar ao enunciado da pergunta, pg. 3

4.1. Vídeo da resolução (Reservado a inscritos. Inscreva-se neste link!):

Sabemos queA(0, b, 0) e B(a, 0, 0), ondea, b ∈ R. Substituindo na equação do plano
ABC temos

3× 0 + 4b+ 4× 0− 12 = 0 ⇔ b = 3

e
3a+ 4× 0 + 4× 0− 12 = 0 ⇔ a = 4.

Temos portantoA(0, 3, 0) eB(4, 0, 0).
A altura do cilindro é

AB =
√

(0− 4)2 + (3− 0)2 + (0− 0)2 = 5.

Como o seu volume é igual a10π temos

Ab × 5 = 10π ⇔ Ab = 2π ⇔ π × BC
2
= 2π ⇔ BC = ±

√
2.

Podemos concluir queBC =
√
2.

4.2. Vídeo da resolução (Reservado a inscritos. Inscreva-se neste link!):

O ponto do planoABC que se encontra mais próximo do pontoP é a projeção ortogo-
nal deP no planoABC.
Um vetor normal ao planoABC é~n = (3, 4, 4). Por outro lado, uma equação vetorial da
reta que contémP e é perpendicular ao planoABC é dada por:

(x, y, z) = (3, 5, 6) + k(3, 4, 4), k ∈ R.

O ponto de interseção desta reta com o planoABC é o ponto que pretendemos.

{
(x, y, z) = (3, 5, 6) + k(3, 4, 4)
3x+ 4y + 4z − 12 = 0

⇔





x = 3 + 3k
y = 5 + 4k
z = 6 + 4k
3x+ 4y + 4z − 12 = 0

⇔





−−
−−
−−
9 + 9k + 20 + 16k + 24 + 16k − 12 = 0

∨





x = 0
y = 1
z = 2
k = −1

Podemos concluir que as coordenadas do ponto do planoABC que se encontra mais pró-
ximo do pontoP são(0, 1, 2).
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Resolução da pergunta 5

Voltar ao enunciado da pergunta, pg. 3

Vídeo da resolução (Reservado a inscritos. Inscreva-se neste link!):

Comox = 1 + 2k ∧ y = 3 − 4k ∧ z = k, k ∈ R podemos concluir que−→r = (2,−4, 1) é
um vetor diretor da retar.
Como

−→r · −→c = (2,−4, 1) · (1, 1, 2) = 2− 4 + 2 = 0

então−→c ⊥ −→r .
A opção correta é a(C).
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Resolução da pergunta 6

Voltar ao enunciado da pergunta, pg. 4

6.1. Vídeo da resolução (Reservado a inscritos. Inscreva-se neste link!):

O volume do paralelepípedo[ABCDEFGH ] é dada pelo produto da área da base vezes a
altura, ou seja

AB ×BG× BC.

Para obter a área da base, vamos começar por determinar as coordenadas do pontoA.
Uma vez queA pertence ao eixoOx, as suas coordenadas são da formaA(a, 0, 0) para
alguma constantea ∈ R.
Substituindo na equação do planoABC temos:

3× a+ 0− 12 = 0 ⇔ a = 4.

Assim,A(4, 0, 0).
ComoB(0, 3, 0) eC(0, 3, 6) então
AB =

√
(4− 0)2 + (0− 3)2 + (0− 0)2 = 5;

BG =
√
(0− 6)2 + (3− 11)2 + (0− 0)2 = 10

e o volume do paralelepípedo é5× 10× 6 = 300 unidades de volume.

6.2. Vídeo da resolução (Reservado a inscritos. Inscreva-se neste link!):

Sabemos que um plano definido por uma equação da formaax + by + cz + d = 0 ad-
mite o vetor de coordenadas−→n (a, b, c) como vetor normal.
Por conseguinte,−→n (3, 4, 0) são as coordenadas de um vetor normal ao planoABC e

(x, y, z) = (1,−4, 3) + k(3, 4, 0), k ∈ R

é uma equação vetorial da retar.
A solução do sistema seguinte dá-nos as coordenadas do pontode interseção da retar com
o planoABC.

{
3x+ 4y − 12 = 0

(x, y, z) = (1,−4, 3) + k(3, 4, 0)
⇔

{
3(1 + 3k) + 4(4k − 4)− 12 = 0
(x, y, z) = (1 + 3k,−4 + 4k, 3)

⇔
{

25k = 25
−−− ⇔

{
k = 1
(x, y, z) = (4, 0, 3).

Logo, as coordenadas do ponto de interseção da retar com o planoABC são(4, 0, 3).

Voltar ao enunciado da pergunta
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Resolução da pergunta 7

Voltar ao enunciado da pergunta, pg. 4

Vídeo da resolução (Reservado a inscritos. Inscreva-se neste link!):

Note-se que~nα(1, 1, 1) e~nβ(2, 2, 2) são vetores normais aos planosα eβ, respetivamente.
Como~nβ = 2~nα, os planosα eβ são paralelos. Por outro lado,

x+ y + z = 1 ⇔ 2x+ 2y + 2z = 2 < 2x+ 2y + 2z = 1

permite-nos concluir que os planosα eβ são estritamente paralelos. Consequentemente, a
interseção dos três planos é o conjunto vazio.
Um outro modo de concluir o pretendido é através da resoluçãodo sistema seguinte:





x+ y + z = 1
2x+ 2y + 2z = 1
x+ y = 0

⇔





2x+ 2y + 2z = 2
2x+ 2y + 2z = 1
−−−

⇔





1 = 2
−−−
−−−

Como o sistema é impossível, a interseção dos três planos é o conjunto vazio.
Podemos concluir que a opção correta é a(A).
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Resolução da pergunta 9

Voltar ao enunciado da pergunta, pg. 5

Vídeo da resolução (Reservado a inscritos. Inscreva-se neste link!):

A resolução do sistema seguinte conduz-nos a conclusões relativamente à interseção dos
três planos.





y = −x

y = z

2x+ 3y − z − 1 = 0
⇔





y = −x

z = −x

2x− 3x+ x− 1 = 0

⇔





y = −x

z = −x

−1 = 0

Podemos concluir que a opção correta é a(D).

Página 17 de 28 academiaaberta.pt

https://academiaaberta.pt/mod/page/view.php?id=5665
https://academiaaberta.pt/mod/resource/view.php?id=6244
https://academiaaberta.pt


Resolução da pergunta 8

Voltar ao enunciado da pergunta, pg. 4

8.1

Vídeo da resolução (Reservado a inscritos. Inscreva-se neste link!):

Para determinar a amplitude do ânguloV AC vamos determinar os vetores
−→
AV e

−→
AC.−→

AV = V − A = (3,−1, 2)− (2, 1, 0) = (1,−2, 2).−→
AC = C −A = (0,−1, 2)− (2, 1, 0) = (−2,−2, 2).

cos
(−→
AV ∧−→AC

)
=

−→
AV · −→AC

||−→AV || × ||−→AC||

⇔ cos
(−→
AV ∧−→AC

)
=

(1,−2, 2) · (−2,−2, 2)

||(1,−2, 2)|| × ||(−2,−2, 2)||

⇔ cos
(−→
AV ∧−→AC

)
=

−2 + 4 + 4√
1 + 4 + 4×

√
4 + 4 + 4

⇔ cos
(−→
AV ∧−→AC

)
=

6

3
√
12

⇔ −→
AV ∧−→AC ≈ 55◦.

8.2

Vídeo da resolução (Reservado a inscritos. Inscreva-se neste link!):

Para determinar uma equação do plano que contém a base da pirâmide, vamos começar
por determinar um vetor normal ao plano.
SejaM o ponto médio do segmento de reta[AC]. Então

M =

(
2 + 0

2
,
1− 1

2
,
0 + 2

2

)
= (1, 0, 1).

Como
−−→
MV é um vetor normal ao planoABC e

−−→
MV = V −M = (3,−1, 2)− (1, 0, 1) = (2,−1, 1),

a sua equação cartesiana é da forma

2x− y + z + d = 0,

onded ∈ R.
SubstituindoA(2, 1, 0) na equação temos

2× 2− 1 + 0 + d = 0 ⇔ d = −3

e podemos concluir que2x− y + z − 3 = 0 é uma equação do plano pretendido.
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Resolução da pergunta 10

Voltar ao enunciado da pergunta, pg. 5

Vídeo da resolução (Reservado a inscritos. Inscreva-se neste link!):

Como

x+ 1 = 2λ ∧ y = 2− λ ∧ z = 3 ⇔ x = −1 + 2λ ∧ y = 2− λ ∧ z = 3 ∧ z = 3

então podemos concluir queA(−1, 2, 3) é um ponto der e que~r = (2,−1, 0) é um dos
seus vetores diretores.
Nesta fase, como as opções(A) e (D) apresentam~r como vetor diretor então estamos incli-
nados para estas opções.
Relativamente à opção(A), averiguemos se(3, 0, 3) é ponto der.
Substituindo as suas coordenadas na equação da retar dada temos

3 + 1

2
=

0− 2

−1
∧ 3 = 3 ⇔ 2 = 2 ∧ 3 = 3.

Podemos concluir que a opção correta é a(A).
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Resolução da pergunta 11

Voltar ao enunciado da pergunta, pg. 5

11.1

Vídeo da resolução (Reservado a inscritos. Inscreva-se neste link!):

Podemos observar na figura seguinte que
PQ̂R = 120◦.

R
Q

P

120◦

Pela definição de produto escalar temos

−→
QP · −→QR = ||−→QP || × ||−→QR|| × cos (120◦)

= 4× 4×
(
−1

2

)
= −8.

11.2

Vídeo da resolução (Reservado a inscritos. Inscreva-se neste link!):

Vamos começar por determinar as coordenadas do pontoP , ponto de interseção da reta
PS com o planoPQR.
Para isso, comecemos por notar que, como~n = (2, 3,−1) é um vetor normal ao plano
PQR, então(x, y, z) = (14, 5, 0)+ k(2, 3,−1), k ∈ R é uma equação vetorial da retaPS.
Temos portanto:



2x+ 3y − z − 15 = 0

(x, y, z) = (14, 5, 0) + k(2, 3,−1)

⇔





2(14 + 2k) + 3(5 + 3k)− (−k)− 15 = 0

(x, y, z) = (14 + 2k, 5 + 3k,−k)

⇔





k = −2

(x, y, z) = (14 + 2k, 5 + 3k,−k)

Página 20 de 28 academiaaberta.pt

https://academiaaberta.pt/mod/page/view.php?id=5665
https://academiaaberta.pt/mod/resource/view.php?id=6257
https://academiaaberta.pt/mod/page/view.php?id=5665
https://academiaaberta.pt/mod/resource/view.php?id=6258
https://academiaaberta.pt


⇔





−−−

(x, y, z) = (10,−1, 2) .
Podemos concluir queP (10,−1, 2).

PS =

√
(10− 14)2 + (−1− 5)2 + (2− 0)2

=
√
56.

Deste modo, a área lateral (6 faces laterais) arredondada às décimas é

6× PQ× PS = 6× 4×
√
56 ≈ 179.6.

Voltar ao enunciado da pergunta
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Resolução da pergunta ??

Voltar ao enunciado da pergunta, pg.??

Comecemos por notar que comof ′(x) < 0, ∀x ∈ R
+ entãof é decrescente emR+. A

título meramente ilustrativo, consideremos o gráfico da seguinte figura.

x

y

0 a 2a

P

Q

b

b

A hipótese deOP = PQ traduz-se no facto de o triângulo[OPQ] ser isósceles. Con-
sequentemente, a abcissa deQ é o dobro da deP . O declive da retaPQ é portanto

m =
0− f(a)

2a− a
= −f(a)

a
. Logo,f ′(a) = −f(a)

a
e

f ′(a) +
f(a)

a
= −f(a)

a
+

f(a)

a
= 0.
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Resolução da pergunta 12

Voltar ao enunciado da pergunta, pg. 6

12.1 ComoT ∈ Oz entãoT (0, 0, 3). A superfície esférica pretendida tem centro no ponto
(0, 0, 0). Assim, a sua equação éx2 + y2 + z2 = 32 ⇔ x2 + y2 + z2 = 9.
12.2 Temos

−→
UP =

−→
TO = O − T = (0, 0,−3) e

−→
RS = −−→

TO = (0, 0, 3). Assim,
−→
UP · −→RS = (−0, 0,−3) · (0, 0, 3) = 0 + 0− 9 = −9.
12.3 Comecemos por notar queQ é o ponto de interseção dePQV comOy.
{

x+ y = 2
x = 0 ∧ z = 0

⇔
{

y = 2
x = 0 ∧ z = 0

Logo,Q(0, 2, 0).
Por outro lado,

−→
TQ = Q − T = (0, 2, 0)− (0, 0, 3) = (0, 2,−3). Assim, a retaTQ pode

ser definida, por exemplo, pela equação vetorial

(x, y, z) = (0, 2, 0) + k(0, 2,−3), k ∈ R.
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Resolução da pergunta 13

Voltar ao enunciado da pergunta, pg. 6

13.1 Um vetor normal do planoα é~n = (3, 2, 4).
Consequentemente,~n é um vetor diretor de qualquer reta perpendicular ao planoα.
Uma equação vetorial da reta pretendida é portanto

(x, y, z) = (2, 1, 4) + k(3, 2, 4), k ∈ R.

13.2 Como
−−→
OD = D −O = (4, 2, 2), uma equação vetorial da retaOD é

(x, y, z) = (0, 0, 0) + k(4, 2, 2), k ∈ R.

Vamos agora resolver o sistema seguinte para obter o ponto deinterseção da retaOD com
o planoα:

{

(x, y, z) = (0, 0, 0) + k(4, 2, 2)
3x+ 2y + 4z − 12 = 0

⇔

{

(x, y, z) = (4k, 2k, 2k)
3× 4k + 2× 2k + 4× 2k − 12 = 0

⇔

{

(x, y, z) = (4k, 2k, 2k)
24k = 12

⇔

{

(x, y, z) = (2, 1, 1)

k =
1

2

Podemos concluir que o ponto de interseção da retaOD com o planoα é (2, 1, 1).
13.3 ComoA(a, 0, 0) eB(0, b, 0) paraa > 0 e b > 0 então temos:

• 3a+ 2× 0 + 4× 0− 12 = 0 ⇔ a = 4;

• 3× 0 + 2b+ 4× 0− 12 = 0 ⇔ b = 6.

LogoA(4, 0, 0) eB(0, 6, 0).
SejaP (0, 0, c) comc ∈ R \ {0}.
Como

−→
PA = A− P = (4, 0, 0)− (0, 0, c) = (4, 0,−c)

e
−−→
PB = B − P = (0, 6, 0)− (0, 0, c) = (0, 6,−c) então

−→
PA · −−→PB = 4× 0 + 0× 6− c× (−c) = c2.

Comoc ∈ R \ {0} entãoc2 > 0.
Como o produto escalar é positivo então o ânguloAP̂B é agudo.
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Resolução da pergunta 14

Voltar ao enunciado da pergunta, pg. 7

14.1 O pontoC é o ponto de interseção deOy com o planoACG. Deste modo,{
x = 0 ∧ z = 0
x+ y − z − 6 = 0

⇔
{

−−−−
y = 6

LogoC(0, 6, 0) e podemos concluir que o lado do cubo medeDC = 2 unidades de com-
primento. Deste modo,A(2, 4, 0) e conclui-se que a abcissa deA é2.
14.2 O ponto pretendido é a solução do sistema seguinte.

{
(x, y, z) = (1, 1, 0) + k(1,−1, 1)
x+ y − z − 6 = 0

⇔





x = 1 + k

y = 1− k

z = k

−−−−−

⇔





−−−−−
−−−−−
−−−−−
1 + k + 1− k − k − 6 = 0

⇔





x = −3
y = 5
z = −4
k = −4

Podemos concluir que o ponto de interseção é(−3, 5,−4).
14.3 A figura seguinte ilustra a situação.Como a área da base da pirâmide é2 × 2 = 4, o

seu volume ser4 implica que, sendoh a sua altura4×h
3

= 4 ⇔ h = 3. LogoP (1, 5, 5).

Assim,cos
(
OĜP

)
=

−−→
GO·

−→
GP

‖
−−→
GO‖×‖

−→
GP‖

.
−→
GO = O −G = (0, 0, 0)− (2, 6, 2) = (−2,−6,−2).−→
GP = P −G = (1, 5, 5)− (2, 6, 2) = (−1,−1, 3).
Logo,

cos
(
OĜP

)
=

(−2,−6,−2) · (−1,−1, 3)√
4 + 36 + 4×

√
1 + 1 + 9

⇔ cos
(
OĜP

)
=

2 + 6− 6√
44×

√
11

⇔ OĜP ≈ 85◦.
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Resolução da pergunta 15

Voltar ao enunciado da pergunta, pg. 7

15.1 Uma vez que o centro da superfície esférica é o pontoA, que tem cota1, então o
seu raio é1.
Consequentemente, a sua equação é

(x+ 1)2 + (y − 1)2 + (z − 1)2 = 1.

15.2 Como a pirâmide é quadrangular regular entãoV tem a mesma abcissa e ordenada que

o ponto médio do segmento de reta[AC]:

M[AC] =

(
xA + xC

2
,
yA + yC

2
,
zA + zC

2

)

=

(−1 − 3

2
,
1 + 3

2
,
1 + 1

2

)
= (−2, 2, 1) .

Logo, o pontoV (−2, 2, c) ondec ∈ R.
Substituindo este ponto na equação do planoBCV vem

3× 2 + c− 10 = 0 ⇔ c = 4.

Podemos assim concluir queV (−2, 2, 4).
15.3 Como o planoα é perpendicular à retaAC e

−→
AC = C −A = (−3, 3, 1)− (−1, 1, 1) = (−2, 2, 0)

então é da forma−2x+ 2y + 0z + d = 0 onded é uma constante real.
Substituindo as coordenadas deP (1,−2,−1) nesta equação vem

−2 × 1 + 2× (−2) + d = 0 ⇔ d = 6

e podemos concluir que uma equação do planoα é−2x+ 2y + 6 = 0.
Para encontrar uma equação da reta que resulta da interseçãodos planosα eBCV vamos
resolver o sistema {

−2x+ 2y + 6 = 0
3y + z − 10 = 0

⇔
{

2y = 2x− 6
3y = −z + 10

⇔
{

y = x− 3
y = −z+10

3

⇔ x− 3 = y =
z − 10

−3

⇔x− 3

1
=

y − 0

1
=

z − 10

−3
.

Obtivemos uma equação cartesiana da reta pretendida e podemos concluir que a reta contém
o ponto(3, 0, 10) e tem a direção do vetor(1, 1,−3).
Uma equação vetorial desta reta é

(x, y, z) = (3, 0, 10) + k(1, 1,−3), k ∈ R.

Voltar ao enunciado da pergunta
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Resolução da pergunta 16

Voltar ao enunciado da pergunta, pg. 8

16.1 O pontoV tem como coordenadas(1, 1, c) ondec ∈ R uma vez que, como a pirâ-
mide é regular, a projeção deV no planoxOy é (1, 1, 0). Por outro lado, comoV pertence
ao planoPQV terá que verificar a sua equação geral:

6× 1 + c− 12 = 0 ⇔ c = 6.

Podemos portanto concluir queV (1, 1, 6).
16.2 Como o plano é perpendicular à retaOR então admite como vetor normal

~n =
−→
OR = R− O = (2, 2, 2)− (0, 0, 0) = (2, 2, 2).

Assim, a sua equação geral é da forma2x+ 2y + 2z + d = 0 onded ∈ R. Substituindo as
coordenadas deP (2, 0, 0) nesta equação vem

2× 2 + 2× 0 + 2× 0 + d = 0 ⇔ d = −4

e podemos concluir que a equação geral do plano pedido é2x+ 2y + 2z − 4 = 0.
16.3 Como o planoQRS é perpendicular aOy tem de equaçãoy = 2. Consequentemente

A(a, 2, c) paraa, c ∈ R. A hipótese de a cota deA ser igual ao cubo da abcissa traduz-se
na igualdadec = a3. Nesta fase já sabemos queA(a, 2, a3) paraa ∈ R.
Como

−→
OA = A− O = (a, 2, a3) e

−→
TQ = Q− T = (2, 2, 0)− (0, 0, 2) = (2, 2,−2) então

os vetores
−→
OA e

−→
TQ são perpendiculares se e só se

−→
OA · −→TQ = 0 ⇔ (a, 2, a3) · (2, 2,−2) = 0 ⇔ 2a+ 4− 2a3 = 0.

A figura seguinte apresenta parte do gráfico dey = 2a+ 4− 2a3 obtido numa calculadora
gráfica conjuntamente com o seu zero no intervalo[−4, 4].

x

y

0
b

1.52

Podemos concluir que a abcissa deA arredondada às centésimas é1.52.

Voltar ao enunciado da pergunta
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Resolução da pergunta 17

Voltar ao enunciado da pergunta, pg. 8

17.1. Um vetor normal ao planoα é~n = (1,−2, 1).
Como planos paralelos têm vetores normais perpendiculares, o plano pretendido também
tem~n como vetor normal. Consequentemente é da forma

x− 2y + z + d = 0

onded é uma constante real.
Substituindo nesta equação as coordenadas do pontoA(0, 0, 2) vem

0− 2× 0 + 2 + d = 0 ⇔ d = −2

e podemos concluir que uma equação do plano paralelo ao planoα que contém o pontoA
éx− 2y + z − 2 = 0.

17.2. O centro da circunferência pretendida é o ponto médio de[AB]:

M[AB] =

(
xA + xB

2
,
yA + yB

2
,
zA + zB

2

)

=

(
0 + 4

2
,
0 + 0

2
,
2 + 0

2

)
= (2, 0, 1) .

O seu raio é metade da distância entreA eB:

r =
1

2
AB =

√
(xA − xB)

2 + (yA − yB)
2 + (zA − zB)

2

=
1

2

√
(0− 4)2 + (0− 0)2 + (2− 0)2 =

1

2

√
20.

A equação da superfície esférica pretendida é

(x− 2)2 + y2 + (z − 1)2 =

(
1

2

√
20

)2

⇔(x− 2)2 + y2 + (z − 1)2 = 5.

17.3. Nas condições apresentadas podemos considera queP (4, b, 0) ondeb > 0.

Por outro lado, como
−→
AB = B − A = (4, 0,−2) e

−→
AP = P −A = (4, b,−2)

cos
(
BÂP

)
=

−→
AB · −→AP
−→
AB ×−→

AP
⇔ cos

(π
3

)
=

16 + 0 + 4√
20×

√
20 + b2

⇔ 1

2

(√
20×

√
20 + b2

)
= 20 ⇔ 20

(
20 + b2

)
= 402

⇔b2 = 60 ⇔ b = ±2
√
15.

Como a ordenada deP é positiva entãob = 2
√
15.
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