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1. Resolva este item sem recorrer a calculadora.
Sejag a funcéo, de dominidz, 27|, definida pory(z) = z cos = + senx.
Mostre, recorrendo ao teorema de Bolzano-Cauchy, quesepagsd menos um ponto per-

tencente ao grafico da funcadal que a reta tangente ao grafico da funcao nesse ponto tem
1

declive——.
2

| Resolucao, pg. 6 Exame nacional de 20211-* fase

2. Sejamf e g as funcGes, de domini®, definidas, respetivamente, pbir) = 22 e
g(x) = cosx.
Mostre, recorrendo ao teorema de Bolzano-Cauchy, que g&gjiar) = g(x) tem, pelo

~ . s
menos, uma solucéo no mterv%l(m 3 [

| Resolugao, pg. [7 Exame nacional de 202@-* fase
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3. Na figura, esta representada, num referencial oy, parte do gréfico da funcdg de

Inz
h
o

dominioR ™", definida pori(z) = —.
T

yh

X

. . 1 . e
Para cada namero reapertencente ao mterval%, 1} sejamP e () os pontos do grafico

da funcaaoh de abcissas e 2a, respetivamente.
Tal como a figura sugere, a re) define, com os eixos coordenados, um triangulo retan-

gulo.
, , . 1
Mostre que existe, pelo menos, um nimero repertencente ao mterval%, 1] para o

gual esse triangulo é isosceles.
Sugestao:comece por identificar o valor do declive da rét@ para o qual o triangulo é

isosceles.

Resolucéo, pg. ’8 Exame nacional de 2018-* fase

4. Sejag uma fungao continua, de dominig tal que:

e paratodo o numero real (g o g)(z) = x;
e para um certo numero real tem-sey(a) > a + 1.

Mostre que a equagadz) = x + 1 € possivel no intervalfa, g(a)|.

Resolucéo, pg. ’9 Exame nacional de 20171-* fase

5. Um cubo encontra-se em movimento oscilatorio provocad®foeta elastica exercida por
uma mola.
A Figura 2 esquematiza esta situacdo. Nesta figura, os ponénd séo pontos fixos. O
ponto P representa o centro do cubo e desloca-se sobre a semireta
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Admita que néo existe qualquer resisténcia ao movimento.
Sabe-se que a distancia, em metros, do pérao pontoO € dada por

Figura 2

1
d(t):1+§sin(7rt+%>.

A variavelt designa o tempo, medido em segundos, que decorre desdamténsin que
foi iniciada a contagem do tempo€ [0, +oo|).

Justifique, recorrendo ao teorema de Bolzano, que houwve hpahos, um instante, entre
ostrés segundos e 0s quatro segundos apos o inicio da acordagempo, em que a distan-
cia dopontaP ao pontoO foiigual al,1 metros.

| Resolucao, pg. 10 Exame nacional de 2019-* fase

6. Sejaf a funcdo, de domini®, definida por
et — /e
flay=q =1
(r+1)Inz sex >

sex <

N[

DO [

Mostre que a equacgix) = 3 é possivel enfil, e, utilizando a calculadora gréfica, deter-
mine a Unica solucao desta equacéo, neste intervalo, adada as centésimas.
Na sua resposta:

e recorra ao teorema de Bolzano para provar que a eqydgdo- 3 tem, pelo menos,
umasolucéo no intervala, e[;

e reproduza, num referencial, o(s) grafico(s) da(s) fungg)(Gue visualizar na calcu-
ladora, devidamente identificado(s);

e apresente a solucao pedida.

|Resoluco, pg. 11 Exame nacional de 2015-* fase

7. Sejaf uma funcé@o de dominil®, +oo|, definida por

2* -9 sel0<z<5h
f@)=49 1—¢"
X

Em qual dos intervalos seguintes o teorema de Bolzano megarantir a existéncia de,
pelo menos, um zero da funcé@

sexr > 5

(A) ]0, 1] (B) J1, 4 (C) 4, 6] (D) 16, 7]

|Resolucao, pg. 12 Exame nacional de 20111-* fase
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8. Considere a funcag, de dominidR, definida por

z+1
fo)=q T-e7
a+2 ser = —1

sex # —1

(a € um numero real.)
Sejaf’ a primeira derivada dg.

~ 1 ~
Mostre, sem resolver a equacao, dfller) = 1 tem, pelo menos, uma solucéo éml|.

Se utilizar a calculadora em eventuais calculos numérsmmapre que proceder a arredon-
damentos, use duas casas decimais.

Resolucéao, pg. 1‘3 Exame nacional de 2011 - Epoca especial

9. Considere a funcgag, de dominidR, definida porf(z) = —z + 2**~1.
Mostre quef (z) = 1,5 tem, pelo menos, uma solugéo ¢m 2, —1].
Se utilizar a calculadora em eventuais calculos numérsmmapre que proceder a arredon-
damentos, use trés casas decimais.

Resolucéo, pg. 1‘4 Exame nacional de 201Q@-* fase

10. A massa de uma substancia radioativa diminui com a passagésmgo.
Supde-se que, para uma amostra de uma determinada sudbsgamzassa, em gramas, ao
fim det horas de observagéo, é dada pelo modelo matem@ti¢p= 15 x ¢~ %% ¢ > 0.
Utilize o Teorema de Bolzano para justificar que houve, pedags, um instante, entre as
2 horas €30 minutos e ag horas apos o inicio da observacéo, em que a massa da amostra
da substancia radioativa atingiu bsgramas.

Resolucéao, pg. 16 Exame nacional de 2008-* fase

11. Considere a fungég, de dominidR™, definida pory(z) = ** + In .
Mostre, recorrendo a métodos exclusivamente analiticesadquncaagy tem, pelo menos,
um zero no intervald0,1; 0,3].
Nota: A calculadora pode ser utilizada em eventuais calculos noos

|ResolugZo, pg. 15 Exame nacional de 2009.-* fase

12. Sejah a func¢éo de dominip— 1, +oo| definida porh(z) =4 — = + In(z + 1)
(In designa logaritmo de basg
Resolva, usando métodos analiticos, os dois itens seguinte
Nota:
A calculadora pode ser utilizada em eventuais calculosnrédios; sempre que proceder a
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arredondamentos, use, pelo menos, duas casas decimais.
Justifique, aplicando o Teorema de Bolzano, que a fuhg@&omn, pelo menos, um zero no
intervalo]5, 6].

| Resolucéo, pg. 117 Exame nacional de 2008.-* fase

13. Sejaf : [0, 2] — R uma fungdo continua tal qy&0) = f(2) =0e f(1) > 0.
Prove que existe pelo menos um nimero ra@ intervalo[0, 1] tal quef(c) = f(c+ 1).
Sugestdo: considere a funggo|0, 1] — R, definida pory(z) = f(z) — f(z + 1).

| Resoluco, pg. 18 Exame nacional de 2008-* fase

14. Sejaf a fungdo, de domini&*, definida por

Inz
xe?™ sexr > 1

f(x):{ . sel<zx<1

Sem recorrer & calculadora mostre quélz €]4,5[: f(z) + f(e™) = 0.

Resolugao, pg. 1‘9 Exame nacional de 20061-* fase
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Resolucoes

Resolucéo da pergunta 1

| Voltar ao enunciado da pergunta, pd. 1

Comog/(z) = cosx — xsenx + cosx = 2cosx — xrsenx € a soma e o produto de fun-
N ] . ] 3
¢Bes continuas el entdog’ € continua en{g, g] :
/(E) __T
T\2) =y
(3r) _ e
T\2 )" 2
1 3 3 1
Com—g < 3 < ; 0 Teorema de Bolzano garante gitec } g, EW { g (c) = —3

Deste modo, a reta tangente ao graficg @@ ponto de abcissatem declive—é.
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Resolucéo da pergunta 2

| Voltar ao enunciado da pergunta, pd. 1

Video da resolucadili{

f(z)=g(x) & 2*> = cosx & 2* — cosz = 0.
Sejah a fungédo definida enfn, 2] pori(z) = 2* — cos .
Comoh é a diferenca de fungdes continuas ert&continua enﬁ(), g] .
2
Por outro ladoh(0) = —1 eh (g) = (%) — cos (%) ~ 0.6 > 0.
Comoh(0) x h (%) < 0, o Corolario do Teorema de Bolzano garante que a equacgéo

h(z) = 0, ou de forma equivalent&z) = g(x), tem pelo menos uma solucéo no intervalo
Jo. 51
’3
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Resolucéo da pergunta 3

Voltar ao enunciado da pergunta, pq. 2

Video da resolucddieservado a inscritos. Inscreva-se neste )irll4

De acordo com o enunciado temos

Ina In(2a
Plai(o) = (a5 Qai(z) = (20, "0 ).
O declive da retd(@) é
In(2a na
- éa) — lne _ In(2a) —2Ina
2a —a 2a?

Sejaf(a) — 1n(2a)7—21na.

2a2

Para o triangulo da figura ser isésceles, o declive daitétdem que ser igual &, ou seja
fla) = 1.
Como

—9lnl
f(3) =" =2In4>2le=2>L;

F(1) = In2-2Inl _ In2 _ Ine? _ q

-/ 2 2 2 ; ; . L
entdof(l) < 1 < f (%) Como f € continua en{%, 1}, por ser a diferenca, divisao
e composicao de fungbes continuas, entdo o Teorema de Bajaaante que a equacgao
f(a) = 1 tem pelo menos uma solug&o no intervpjol|.
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Resolucéo da pergunta 4

| Voltar ao enunciado da pergunta, pd. 2

Comog(z) = x4+ 1 < g(x) — 2 — 1 = 0 vamos considerar a fung&odefinida por
hz)=g(z)—x— 1.

Neste caso, com@(xz) —x —1 = 0 < h(z) = 0, basta-nos provar que a equa¢do) = 0
tem pelo menos uma solugéo émg(a)|.

Notemos agora que

e h(a)=g(a) —a—1>0poisg(a) >a+1<gla)—a—1>0;

* h(g(a)) = g(9(a)) = g(a) =1 = a —g(a) =1 < 0 poisg(a) > a + 1 < —g(a) <
—a—1s(@—1)—-gla)<(a—1)—a—1<a—gla)—1< -2<0.

Comoh é a diferenca de funcdes continuas Rnentdo é continua ef. Consequente-
menteh é continua enfu, g(a)].

Comoh(a) x h(g(a)) < 0 o Corolario do Teorema de Bolzano garante que a equacao
h(z) = 0 tem pelo menos uma solugdo émg(a)|.
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Resolucéo da pergunta 5

Voltar ao enunciado da pergunta, pq. 2

Comecemos por notar que conficé a soma, o produto e a composi¢ao de func¢des con-
tinuas entdo é continua €M +oo[. Consequentementeé continua enf, 4].

Como
T 1 . T
f(3)—1+§ n(37r+6>—1+§sm<7r+6)
_1_'_1, T B —0—1>< 1
I R W A 2
1
=1—-—-=0.75
4
e
F4) = 1+ gsin (44 £) = 1+ gin ()
= — S1n — —Sll'l
2 6 6
—1+1><1—1+1— 1.25
N 272 44

entdof(3) < 1.1 < f(4) e podemos concluir pelo Teorema de Bolzano que houve, pelo
menos, um instante, entre os trés segundos e 0s quatro ss@pas o inicio da contagem
do tempo, em que a distancia dopoit@o pontaO foi igual al, 1 metros.
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Resolucéo da pergunta 6

\oltar ao enunciado da pergunta, pq. 3

1 , - o . ~
Como parar > B a funcaof esta definida pelo produto de func¢des continuas efitdo

] ] 1 , ] : ]
é continua e 3 +o0o|. Assim, f é em particular continua efn, ¢].

Comof(l)=0<3ef(e)=(e+1)lne=e+1>3entdof(1l) < 3 < f(e) e podemos
concluir pelo Teorema de Bolzano gfi¢gem pelo menos uma solugdo no intervdle|.

No gréafico seguinte, obtido através de uma calculadora gra&tao representados os gra-
ficosdey = f(z) ey = 3.

Ry

Podemos concluir que a solugéo pedida aproximada as ceate&.41.
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Resolucéo da pergunta 7

Voltar ao enunciado da pergunta, pq. 3

Video da resolucddieservado a inscritos. Inscreva-se neste )irll4
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Resolucéo da pergunta 8

Voltar ao enunciado da pergunta, pq. 4

Video da resolucddieservado a inscritos. Inscreva-se neste )irlll4
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Resolucéo da pergunta 9

Voltar ao enunciado da pergunta, pq. 4

Video da resolucddieservado a inscritos. Inscreva-se neste )irll4
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Resolucéo da pergunta 11

Voltar ao enunciado da pergunta, pq. 4

Video da resolucddieservado a inscritos. Inscreva-se neste )irlll4
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Resolucéo da pergunta 10

Voltar ao enunciado da pergunta, pq. 4

Video da resolucddieservado a inscritos. Inscreva-se neste )irll4
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Resolucéo da pergunta 12

Voltar ao enunciado da pergunta, pq. 4

Video da resolucddieservado a inscritos. Inscreva-se neste )irlll4
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Resolucéo da pergunta 13

Voltar ao enunciado da pergunta, pq. 5

Video da resolucddieservado a inscritos. Inscreva-se neste )irll4
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Resolucéo da pergunta 14

Voltar ao enunciado da pergunta, pq. 5

Video da resolucddieservado a inscritos. Inscreva-se neste )irlll4
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