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EDUCACAO

Exame Final Nacional de Matematica A
Prova 635 | 2.2 Fase | Ensino Secundario | 2020
12.° Ano de Escolaridade

Decreto-Lei n.° 139/2012, de 5 de julho | Decreto-Lei n.° 55/2018, de 6 de julho

Duragao da Prova: 150 minutos. | Tolerancia: 30 minutos.

A prova inclui 4 itens, devidamente identificados no enunciado, cujas respostas contribuem obriga-
toriamente para a classificac¢ao final (itens 1.1., 1.2., 9.1. e 9.2.). Dos restantes 14 itens da prova,
apenas contribuem para a classificagao final os 8 itens cujas respostas obtenham melhor pontuagao.

Utilize apenas caneta ou esferografica de tinta azul ou preta.

Nao é permitido o uso de corretor. Risque aquilo que pretende que nao seja classificado.
E permitido o uso de régua, compasso, esquadro, transferidor e calculadora gréfica.
Apresente apenas uma resposta para cada item.

As cotagoes dos itens encontram-se no final do enunciado da prova.

A prova inclui um formulario.

Nas respostas aos itens de escolha multipla, selecione a opg¢ao correta. Escreva, na folha de
respostas, o niimero do item e a letra que identifica a opcao escolhida.

Nas respostas aos restantes itens, apresente todos os calculos que tiver de efetuar e todas as
justificacbes necessarias. Quando, para um resultado, nao é pedida a aproximagao, apresente
sempre o valor exato.
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Formuldrio

Geometria

Comprimento de um arco de circunferéncia:

ar (alpha — amplitude em radianos, do angulo ao centro ; r — raio)
Area de um poligono regular: Semiperimetro x Apétema

Area de um sector circular:

N

% (alpha — amplitude em radianos, do angulo ao centro ; r — raio)

Area lateral de um cone: 7rg  — raio da base; g — geratriz)

Area de uma superficie esférica: 4712 (r — raio)

Volume de uma piramide: é x Areadabase x Altura

Volume de um cone X Areadabase x Altura

oo|>—t

4
Volume de uma esfera: 5777"3 (r — raio)

Progressoes

Soma dos n primeiros termos de uma progressao (un):

5 s u1 + Un
Progressao aritmética: — X n
1—r"

1—r

Progressao geométrica: u; x

Trigonometria

sin(a + b) = sinacosb + sinbcosa
cos(a + b) = cosacosb —sinasinb

Complexos

n _ind

(pe®)" = p"e
pei® = p/pe’ o (ke{0,...,n—1}eneN)

Regras de derivagao

(u+v) =u +2
(uwv) = v'v + u’

<E> v —w

v/ v2

(un) = nu"~ 1 / (TLG]R)

(sin ) u' cosu

(cosu) = —u'sinu

(tan/u) » C082u

(") =

(a*) = “1na(a€R+\{l})
o’

(Inu) = w

(log, ) = = (a € B*\ 1))

Limites notaveis

lim(l—&-l) =e
n

lim ST _ 4
x—0 @
|
lim & =1
x—0 X
. Inzx
lim — =0
r—+oco I
€T
Jm o = o PER)
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1. Na Figura 1, esta representado, num referencial o.n. Ozyz, o cubo [ABCDEFGH] (o ponto
H nao esta representado na figura).
Sabe-se que:

e o ponto A tem coordenadas (7,1,4);
e o ponto G tem coordenadas (5, 3,6);

e areta AFE ¢é definida pela equagao vetorial
(x,y,2) = (7,1,4) + k(3,-6,2), k € R.

Resolva os itens 1.1. e 1.2. sem recorrer a calculadora.

1.1. @4 Determine uma equacéo do plano EFG.
Apresente essa equagao na forma az+by+cz+d = 0.

1.2. @4 (Video da resolugio reservado a inscritos. Ins-
creva-se neste link!)
Determine a equacao reduzida da superficie esférica
que passa nos oito vértices do cubo.

Figura 1

2. @4 (Video da resolucao reservado a inscritos. Inscreva-se neste link!)
Considere um cubo [M NPQRSTU].
Escolhem-se, ao acaso, trés vértices distintos desse cubo.
Qual é a probabilidade de o plano por eles definido conter uma das faces do cubo?

1 3 1 3
(A) - (B) - © 3 (D) 3

3. @4 (Video da resolucio reservado a inscritos. Inscreva-se neste link!)
Seja E o espago amostral associado a uma certa experiéncia aleatoria.
Sejam A e B dois acontecimentos (A C E e B C E).

Sabe-se que:

e P(A) =0.3; P(B)=0.4;
e P(AUB) =0.9.

Determine o valor da probabilidade condicionada P (A| (AU B)).
Apresente o resultado na forma de fragao irredutivel.

4. @4 (Video da resolucio reservado a inscritos. Inscreva-se neste link!)
Considere todos os niimeros naturais superiores a 9999 e inferiores a 22000.
Destes ntimeros, quantos se podem escrever com os algarismos 0, 1, 2 e 37

(A) 192 (B) 236 (C) 384 (D) 512

5. @4 (Video da resolucio reservado a inscritos. Inscreva-se neste link!)

Dados dois nimeros reais positivos, sabe-se que a soma dos seus logaritmos na base 8 é igual
1

a—.

A que é igual o produto desses dois numeros?

(A) 2 (B) 3 ©) 8 (DR
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6. @4 (Video da resolucao reservado a inscritos. Inscreva-se neste link!)
De uma progressao aritmética (u,) sabe-se que o sétimo termo é igual ao dobro do segundo
e que a soma dos doze primeiros termos é igual a 57.
Sabe-se ainda que 500 é termo da sucessao (uy,).
Determine a ordem deste termo.

7. @4 (Video da resolucao reservado a inscritos. Inscreva-se neste link!)
Seja (v,) a sucessao definida por

n sen < 10
vy, = 1
1+— sen>10
n
(A) A sucessao (vy,) tem limite nulo. (B) A sucessao (vy,) é divergente.
(C) A sucessao (vy,) € limitada. (D) A sucessao (v,,) € monotona.

8. Seja C o conjunto dos nimeros complexos.

8.1. @4 (Video da resolucio reservado a inscritos. Inscreva-se neste link!)
Resolva este item iem recorrer & calculadora.

Seja z1 = T—; + 5 e seja zo um nimero complexo tal que |z| = /5.

—1
Sabe-se que, no plano complexo, o afixo de z; X z9 tem coordenadas positivas e iguais.
Determine zs.

Apresente a resposta na forma a + bi, com a,b € R.
8.2. @4 (Video da resolucio reservado a inscritos. Inscreva-se neste link!)
Seja k um ndmero real.

Sabe-se que k + 7 é uma das raizes quadradas do ntimero complexo 3 — 4i.
Qual é o valor de k7

(A) 2 ® 1 ©) -1 (D) -2

9. Os satélites artificiais sao utilizados para diversos fins e a altitude a que sdo colocados de-

pende do fim a que se destinam.
Admita que a Terra é uma esfera.

A Figura 2 apresenta um esquema em que se pode observar
a superficie terrestre coberta por um satélite, quando este se
encontra numa certa posicao.

Nesta figura,

e R é o raio, em quilémetros, da Terra;
e h é a altitude, em quilémetros, do satélite (h > 0);

e 7 & o0 raio, em quilémetros, da base da calote esférica cuja
superficie é coberta pelo satélite (0 < r < R);

e as grandezas h e r podem relacionar-se por meio da igual- )
dade r = WRR h? + 2hR. Figura 2

Sabe-se que, para cada posi¢ao do satélite, a percentagem da area da superficie terrestre co-

berta pelo satélite é dada por 50 (1 —4/1— (%)2>
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9.1. @4 (Video da resolugio reservado a inscritos. Inscreva-se neste link!)
Qual é a percentagem da area da superficie terrestre coberta por um satélite se o raio
da base da calote esférica for igual a % do raio da Terra?

(A) 20% (B) 15% ©) 10% (D) 5%

9.2. @4 (Video da resolugio reservado a inscritos. Inscreva-se neste link!)
Considere que o raio da Terra é 6400 km.
Determine, recorrendo as capacidades gréaficas da calculadora, a percentagem da area
da superficie terrestre coberta por um satélite se a altitude deste for igual ao raio da
base da respetiva calote esférica.
Apresente o resultado arredondado as unidades.
Nao justifique a validade do resultado obtido na calculadora.
Na sua resposta:
— apresente uma equacgao que lhe permita resolver o problema;
— reproduza, num referencial, o(s) gréafico(s) da(s) fungao(oes) visualizado(s) na calcu-
ladora que lhe permite(m) resolver a equagao e apresente as coordenadas do(s) ponto(s)
relevante(s) arredondadas as centésimas;
— apresente o valor pedido arredondado as unidades.
Se, nos calculos intermédios, proceder a arredondamentos, conserve, no minimo, duas
casas decimais.

10. Sejam f e g as fungoes, de dominio R, definidas, respetivamente, por f(z) = 2% e g(x) = cos x.

10.1. @4 (Video da resolugao reservado a inscritos. Inscreva-se neste link!)

Qual é o declive da reta tangente ao grafico da fungdo f o g no ponto de abcissa g?
(A) -2 (B) —1 ©O1 (D) 2

10.2. @4 (Video da resolugao reservado. a inscritos. Inscreva-se neste link!)
Mostre, recorrendo ao teorema de Bolzano-Cauchy, que a equacao f(z) = g(x) tem, pelo

- . 0
menos, uma solu¢ao no intervalo ]0, 3 [

11. Seja h a fungao, de dominio | — oo, 4], definida por

1+ze* ! sex<l1

h(z) = VT —1

_— l<zx<4
sen(x — 1) > v

Resolva os itens 11.1. e 11.2. sem recorrer a calculadora.

11.1. @4 (Video da resolugio reservado a inscritos. Inscreva-se neste link!)
Averigue se a funcdo h é continua em z = 1.

11.2. @4 (Video da resolugio reservado a inscritos. Inscreva-se neste link!)
Mostre que o grafico da funcao h tem uma assintota horizontal e apresente uma equagao
dessa assintota.
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12. Seja f uma fun¢ao, de dominio ]0, +oo[, cuja derivada, f’, de dominio |0, +oo], é dada por

f'(x)

12.1.

12.2.

B 24+ Inz

B4 (Video da resolugio reservado a inscritos. Inscreva-se neste link!)

Resolva este item sem recorrer & calculadora.

Estude a funcdo f quanto ao sentido das concavidades do seu grafico e quanto & exis-
téncia de pontos de inflexao.

Na sua resposta, apresente:

— o(s) intervalo(s) em que o grafico de f tem concavidade voltada para baixo;

— o(s) intervalo(s) em que o grafico de f tem concavidade voltada para cima,

— a(s) abcissa(s) do(s) ponto(s) de inflexao do grafico de f.

@4 (Video da resolugio reservado a inscritos. Inscreva-se neste link!)
z)— f(1
Qual é o valor de lim M?
z—1 1— 22

(A) -2 (B) -1 ((SN1] (D) 2

FIM

COTACOES

As pontuagdes obtidas
nas respostas a estes
4 itens da prova contribuem 1.1 1.2. 9.1. 9.2 Subtotal
obrigatoriamente para
a classificacéao final.

Cotagéo (em pontos) 16 20 16 20 72

Destes 14 itens, contribuem
para a classificagao final da
prova os 8 itens cujas respostas
obtenham melhor pontuagéo.

2. 3. 4. 5. 6. 7. | 8.1.]8.2 (10.1.{10.2.|11.1.|11.2. [ 12.1.|12.2. | Subtotal

Cotagéo (em pontos) 8 x 16 pontos 128

TOTAL

200
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Proposta de resolucdo

1.1. Podemos observar na figura que a reta AE é perpendicular ao plano. Deste modo e como
o vetor de coordenadas (3,—6,2) é um vetor diretor da reta, podemos concluir que um vetor
normal ao plano é @ = (3, —6,2).

Consequentemente o plano é definido pela equagao

3r—6y+2z+d=0,
onde d € R. Substituindo nesta equagao G(5,3,6) temos
3Xx5—-6%x34+2x6+d=0<=d=-9
e podemos concluir que uma equagao do plano FFG é

3r — 6y +22—-9=0.

1.2. O centro da superficie esférica é o ponto médio de [AG]:

7+5 1+3 4+6
M[AG]:< 2 ' 9 ' 9 >:(67255)

Como

AG = /(752 +(1-32+(4-62=V12=2V3

entao o raio da superficie esférica é r = /3.
A equagao reduzida da superficie esférica é

(x —6)* 4+ (y —2)* + (2 — 5)* = 3.

2. Como os ntmeros sao escolhidos ao acaso, podemos utilizar a Lei de Laplace para calcular a
probabilidade pedida.

Os casos possiveis sdo 8C3 correspondentes & escolha de 3 vértices do cubo entre os 8 vértices.
Relativamente aos casos favoraveis, podemos escolher 3 vértices entre os 4 vértices de cada face
de *C3 maneiras. Como o cubo tem 6 faces temos *C3 x 6.

1C3x6 3
A probabilidade pedida ¢ —2—° —

A opcao correta é a (B).

8Cy T’
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3.
P(AN(AUB)) P(A)+PAUB)—P(AU(AUB))
PANAVB) =—F500g P(AUDB)
P(A)+P(AUuB)-P(AUB)  PA)
B P(AUB) ~ P(AUuB)
P(AUB)=09< P(ANB) =09
<1-P(ANB)=09< P(ANB)=0.1
& P(A)+P(B)—P(AUB)=0.1< P(AUB)=03+04-0.1
< P(AUB)=0.6.
03 1
706 2

4. Todos os niimeros de 5 algarismos 0, 1, 2 e 3 iniciados por 1 enquadram-se entre 9999 e 22000.
Ilustremos a situacao com um esquema.

Temos portanto 4* possibilidades.
Para os ntimeros de 5 algarismos iniciados por 2 se enquadrarem entre 9999 e 22000, o segundo
algarismo deve ser 0 ou 1. Ilustremos a situagdo com um esquema.

Temos portanto 2 x 43 possibilidades.
No total temos 4% + 2 x 43 = 384 ntimeros nas condicdes pretendidas.
A opcao correta é a (C).

5. Sejam a e b os dois niimeros reais positivos.
1 1 1 3
logg a + logg b = 3 & logg(ab) = 3 &ab=83% & ab= V8 & ab=2.
A opcao correta é a (A).

6.

u7r = 2ug o up +6r =2(uy +r)
Sip = 57 w2 12 = 57

uy = 4r el T

u1+u12:% u1+u1+11r:%
o U1:47‘ o uy =2

87"—1—117“:%7 7":%
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Consequentemente,

DN W

_l’_

n
2

N |

Up=ur+m—r=2+(Mn-1)x

3
un:500<:>g+§:500<:>n:1000—3<:>n:997.

Podemos concluir que a ordem do termo 500 é 997.

7. Para n < 10 temos 1 < wv,, <9.

Paran210,00m00<%S%Oentéol<1+%§%.

Assim, 1 < v, <9, Vn € N e podemos concluir que a sucessao (vy,) é limitada.

A opcao correta é a (C).

8.1. Comecemos por determinar z; na forma algébrica.

2 4 2(1+1 4
21 = .+.—:# -
1—i & (1—=9)(1+4) 1
242 41
_ J; l+—11:1+z'—4z':1—3z'.

Seja zo =z +yi, x,y € R.

z1xz=01-3)(r+yi)=x+yi—3xi+3y=x+3y+ (y — 3x)i.

Como o afixo de z1 X 29 tem coordenadas iguais entao
z+3y=y—-3r22r+y=0&y=—2x.

Assim, 21 X z9 = —bx — bwi e 29 = x — 2x4.
Por outro lado, como |z3| = v/5 entdo

Va2 4+ (=222 =V5 & 52> =5 oz = +£1.

As coordenadas do afixo de z; X z9 sdo positivas unicamente para x = —1.

Temos z1 X z9 = 5 + 5.
Consequentemente zo = —1 + 2.

8.2. Sendo k + ¢ uma raiz quadrada do complexo 3 — 47 temos

(k+i)2=3-4iok>+2ki—-1=3-4ick?®-1=3N2k=—-d4ck=—-2.

A opgao correta é a (D).

3
9.1. Como r = gR entao
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A opcao correta é a (C).

9.2. R = 6400.

6400 6400
h=r=1r=———V1r2+2r x 6400 & r = ————/r2 + 12800r.

7 + 6400 r =+ 6400

Recorrendo a calculadora gréfica obtemos os graficos das func¢ées definidas por

Yy=rey = T?_‘é%%o r2 + 128007 e uma aproximagao do seu ponto de interse¢ao no intervalo

10, 6400].

-
EXPL 4R "Y=EEFL qEEE "

Podemos concluir que r ~ 5371.44.

Como
5371.44 >
501 1—4/1— ~ 23
\/ ( 6400 )
podemos concluir que a percentagem da érea da superficie terrestre coberta pelo satélite é apro-
ximadamente 23%.

10.1. Como (f o g)(z) = f(g(x)) = (cos x)? entdo (f o g)'(x) = —2cos zsenz.

T
O declive da reta tangente ao grafico da fungao f o g no ponto de abcissa 1 é portanto

(fog) (%) = —2cos <%> sen (%) = -2 ? X \/75 = -1

A opcao correta € a (B).

102. f(x) = g(z) & 22 =cosz < 22 —cosz = 0.

Seja h a fungao definida em [0, %] por h(z) = 2% — cos .

Como h é a diferenga de fungoes continuas entdo h é continua em [O, %]
2

Por outro lado, h(0) = —1eh <g) = (g) — cos <g) ~ 0.6 > 0.

Como h(0) x h <§> < 0, o Corolario do Teorema de Bolzano garante que a equagao h(x) = 0,

ou de forma equivalente f(x) = g(x), tem pelo menos uma solugao no intervalo ]O, 3 [

11.1.
lim h(z)= lim (1+ze" ') =1+1=2.

r—1— rz—1—

1mmm:h_ﬁEL@Hi(ﬁ—Mﬁ+U

m m
a1+ es1t sen(z —1)  a—1+ sen(r — 1) (Vo + 1)
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i r—1 < 1 1 * 1
= lim —— im =
a—1t sen(z —1)  zo1t /zr+1  lim

y—0t Y

X .
2

DO | —

seny

* Mudanca de variavel: y=2 -1 z=y+1;2— 17 =y — 0",

Como lim h(x) # lim h(z) podemos concluir que h nao é continua em x = 1.

z—1+ z—1—
11.2.
lim h(z) = lim (1+ xex_l) (000 lim (1-— ye_y_l)
T—>—00 T—>—00 Y—r—+00
1 . Y 1 1 1 1
=1--lm ==1-—F=1—--x——=1-0=1
e y—+oo e¥ e lim & e +oo
y——+oo Y
* Efetuou-se a mudanga de variavel y = —x < o = —y; £ & —00 = y — +00.

Podemos concluir que a reta de equacao y = 1 é assintota horizontal do grafico de h.

12.1.
1
~xr—24+hzx)x1l ~1-Inz
f”(x): Z 2 = 2 .

X

x
1
f”(x):O@—l—lnx:O/\xQ7é0<:)lnx:—1/\m7é0<:)x:e*1<:)x:g.

Na tabela seguinte ¢ apresentado o estudo do sinal de f” e da concavidade do grafico de f em
10, +o0.

x 0 é +00
—1—1Inx | N.D. + 0 —
x? + + + +
() N.D. + 0 -
f N.D. U P.I N

Podemos concluir que o grafico de f tem a concavidade voltada para cima em ]O, ﬂ e voltada

para baixo em [%, 400 [ O ponto de abcissa % é ponto de inflexao do grafico de f.

12.2.
lim f@) = f) (i) lim f@) - fO) lim f@) - 1) x lim !
o1 1 —2x2 z—1 (1 —2)(1+ z) sl 1—2x =114
_ g J@ S L gy L 2l L
=1 -1 2 2 1 2

A opcgao correta é a (B).

Pégina 12 de 12


http://academiaaberta.pt

	Proposta de resolução

