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12.° Ano de Escolaridade

Decreto-Lei n.° 139/2012, de 5 de julho | Decreto-Lei n.° 55/2018, de 6 de julho

Duragédo da Prova: 150 minutos. | Tolerancia: 30 minutos.

A prova inclui 4 itens, devidamente identificados no enunciado, cujas respostas contribuem obriga-
toriamente para a classificacao final (itens 5.1., 5.2., 7.1. e 7.2.). Dos restantes 14 itens da prova,
apenas contribuem para a classificacao final os 8 itens cujas respostas obtenham melhor pontuagao.

Utilize apenas caneta ou esferografica de tinta azul ou preta.

Nao é permitido o uso de corretor. Risque aquilo que pretende que néo seja classificado.
E permitido o uso de régua, compasso, esquadro, transferidor e calculadora grafica.
Apresente apenas uma resposta para cada item.

As cotagbes dos itens encontram-se no final do enunciado da prova.

A prova inclui um formulario.

Nas respostas aos itens de escolha multipla, selecione a opg¢ao correta. Escreva, na folha de
respostas, o nimero do item e a letra que identifica a opgao escolhida.

Nas respostas aos restantes itens, apresente todos os calculos que tiver de efetuar e todas as
justificagbes necessarias. Quando, para um resultado, nao é pedida a aproximagao, apresente
sempre o valor exato.
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Formuldrio

Geometria

Comprimento de um arco de circunferéncia:

ar (alpha — amplitude em radianos, do angulo ao centro ; r — raio)
Area de um poligono regular: Semiperimetro x Apétema

Area de um sector circular:

N

% (alpha — amplitude em radianos, do angulo ao centro ; r — raio)

Area lateral de um cone: 7rg  — raio da base; g — geratriz)

Area de uma superficie esférica: 4712 (r — raio)

Volume de uma piramide: é x Areadabase x Altura

Volume de um cone X Areadabase x Altura

oo|>—t

4
Volume de uma esfera: 5777"3 (r — raio)

Progressoes

Soma dos n primeiros termos de uma progressao (un):

5 s u1 + Un
Progressao aritmética: — X n
1—r"

1—r

Progressao geométrica: u; x

Trigonometria

sin(a + b) = sinacosb + sinbcosa
cos(a + b) = cosacosb —sinasinb

Complexos

n _ind

(pe®)" = p"e
pei® = p/pe’ o (ke{0,...,n—1}eneN)

Regras de derivagao

(u+v) =u +2
(uwv) = v'v + u’

<E> v —w

v/ v2

(un) = nu"~ 1 / (TLG]R)

(sin ) u' cosu

(cosu) = —u'sinu

(tan/u) » C082u

(") =

(a*) = “1na(a€R+\{l})
o’

(Inu) = w

(log, ) = = (a € B*\ 1))

Limites notaveis

lim(l—&-l) =e
n

lim ST _ 4
x—0 @
|
lim & =1
x—0 X
. Inzx
lim — =0
r—+oco I
€T
Jm o = o PER)
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1. Considere a sucessao (uy,) de termo geral u,, =

1.1.

8 —4
n+1°

@ { Estude a sucessao (u,) quanto & monotonia.

1.2. @4 (Video da resolugio reservado a inscritos. Inscreva-se neste link!)

Seja f a fungao, de dominio | — oo, 8], definida por f(z) = logy(8 — z).
A que ¢é igual lim f (uy,)?
(A) —0 (B0 ©)1 (D) +o0

2. @4 (Video da resolucao reservado a inscritos. Inscreva-se neste link!)
Quatro pessoas vao escolher, cada uma e em segredo, um dos seguintes nimeros: 1, 2, 3, 4 e

0.

Qual é a probabilidade de exatamente duas delas escolherem o ntmero 57
(A) 0,1530 (B) 0,1532 (C) 0,1534 (D) 0,1536

3. Um saco contém bolas azuis e bolas brancas, indistinguiveis ao tato. Cada bola tem uma
Gnica cor e s6 existem bolas azuis e bolas brancas no saco.

3.1.

3.2

@4 (Video da resolugio reservado a inscritos. Inscreva-se neste link!)

Retiram-se ao acaso, sucessivamente e sem reposi¢ao, duas bolas do saco.

Sejam A e B os acontecimentos:

A . «A primeira bola retirada é azuly»

B : «A segunda bola retirada é branca»

Sabe-se que P (AN B) = 1 P(A).

Justifique que inicialmente existia um namero impar de bolas azuis no saco.
Sugestao: comece por designar por a o nimero de bolas azuis e por b o ntimero de
bolas brancas que existiam inicialmente no saco.

@4 (Video da resolugio reservado a inscritos. Inscreva-se neste link!)
Considere que se alterou a constituicao inicial do saco e que, neste, estao agora oito
bolas azuis e sete bolas brancas.
Pretende-se colocar todas estas bolas em dez caixas numeradas de 1 a 10, de tal forma
que:

e cada caixa com numero par tenha, pelo menos, uma bola azul;

e cada caixa com ntmero impar tenha, pelo menos, uma bola branca;

e cada caixa tenha, no méximo, duas bolas.
Nestas condigbes, de quantas maneiras diferentes podem ficar colocadas as bolas nas
dez caixas?

(A) 1176 (B) 2520 (C) 28016 (D) 30550

4. Seja C o conjunto dos ntimeros complexos.

4.1.

@4 (Video da resolucio reservado a inscritos. Inscreva-se neste link!)
Resolva este item sem recorrer a calculadora.

Considere, em C, a equacio 22 = Z.

Sabe-se que, no plano complexo, os afixos dos nimeros complexos nao nulos que sao
solugoes desta equacao sao os vértices de um poligono regular.

Determine o perimetro desse poligono.
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4.2. @4 (Video da resolucio reservado a inscritos. Inscreva-se neste link!)
Considere, em C, a condigao Re(z) x Im(z) = 1.
Em qual das opgoes seguintes pode estar representado, no plano complexo, o conjunto
de pontos definido por esta condig¢ao?

(A) (B)
V' N A
Imz Imz
Rez
0 . R
0] Rez
© (D)
ImzT Im z“
O -
Re ; >
0] Re z

5. NaFigura 1, esté representado, num referencial o.n. Ozyz,
um cilindro reto.

Figura 1

Sabe-se que:

e 0 ponto A pertence ao eixo Oy e é o centro de uma das bases do cilindro, e o ponto B
pertence ao eixo Ox e é o centro da outra base;

e o ponto C pertence a circunferéncia de centro B que delimita uma das bases do cilindro;

e 0 plano ABC é definido pela equagdo 3x + 4y + 4z — 12 = 0.

Resolva os itens 5.1. e 5.2. sem recorrer a calculadora.
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5.1. @4 (Video da resolucio reservado a inscritos. Inscreva-se neste link!)
Determine BC, sabendo que o volume do cilindro é igual a 107.

5.2. @4 (Video da resolucio reservado a inscritos. Inscreva-se neste link!)
Seja P o ponto de coordenadas (3,5, 6).
Determine as coordenadas do ponto do plano ABC que se encontra mais proximo do
ponto P.

6. @4 (Video da resolucio reservado a inscritos. Inscreva-se neste link!)
Na Figura 2, estao representados, num referencial o.n. xQy, os pontos S, T e U e a reta r
de equacao y = 2z + 4.

y ‘7
Sabe-se que: S

e os pontos S e T sao, respetivamente, os pontos de
intersec¢ao da reta r com os eixos Oy e Ox;

e o ponto U pertence ao eixo Ox e tem abcissa infe-
rior & do ponto T’

=y

U T 0]
Qual dos valores seguintes é o valor, aproximado s cen- ’/
tésimas, da amplitude, em radianos, do angulo STU?

Figura 2

(A) 4,25 (B) 2,68

(©) 2,03 (D) 1,82

7. O mecanismo de manivela-biela é composto por uma manivela de comprimento fixo, que
efetua um movimento de rota¢do (sempre no mesmo sentido), e por uma biela, também de
comprimento fixo, que transforma esse movimento de rotagao no movimento alternado de
translacao de um pistao.

Na Figura 3, esta representado esse mecanismo.

manivela

pistao

Figura 3

Na Figura 4, esta representado um esquema do mecanismo descrito.
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Relativamente a esta figura, sabe-se que:

o ponto P representa o pistao;

o segmento de reta [OM] representa a ma-
nivela, que tem 1 ¢m de comprimento;

o segmento de reta [M P] representa a bi-
ela;

os pontos A e B sdo os pontos em que
a distancia do pistao ao centro de rota-
¢do da manivela, O, é minima e maxima,

Figura 4

respetivamente;

os pontos O, A, P e B sdo colineares.

Sabe-se que o movimento de rotagao da manivela se inicia quando o pistao se encontra na
posicao B e que a manivela descreve voltas completas a uma frequéncia angular constante.
Admita que a fungdo que da, em centimetros, a distancia do pistdo ao ponto O, em fungao
do tempo, t, em segundos, contado a partir do instante em que é iniciado o movimento, é
dada por

d(t) = cost+ 9 — sen?t, t >0

(o argumento das fungoes seno e cosseno esta expresso em radianos).

7.1.

7.2

B4 (Video da resolugio reservado a inscritos. Inscreva-se neste link!)
Qual é, em centimetros, o comprimento da biela neste mecanismo?

(A) 2 (B) 3 ©) 4 (D) 5

B4 (Video da resolugio reservado a inscritos. Inscreva-se neste link!)

Durante os primeiros cinco segundos, ap6s o inicio do movimento, registou-se, num certo
instante tg, a distAncia do pistao ao ponto O.

Sabe-se que, dois segundos ap6s esse instante, a distancia do pistao ao ponto O diminuiu
25%.

Determine, recorrendo as capacidades graficas da calculadora, a distdncia, em centime-
tros, arredondada as décimas, do pistao ao ponto O no instante ¢y, sabendo-se que este
valor existe e é inico. Nao justifique a validade do resultado obtido na calculadora.

Na sua resposta:

— apresente uma equagao que lhe permita resolver o problema;

— reproduza, num referencial, o(s) grafico(s) da(s) funcao(oes) visualizado(s) na calcu-
ladora que lhe permite(m) resolver a equagao e apresente as coordenadas do(s) ponto(s)
relevante(s) arredondadas as centésimas;

— apresente o valor pedido em centimetros, arredondado as décimas.

Se, nos célculos intermédios, proceder a arredondamentos, conserve, no minimo, duas
casas decimais.

8. @4 (Video da resolugao reservado a inscritos. Inscreva-se neste link!)
Na Figura 5, estao representados, num referencial o.n. xQy, a circunferéncia trigonométrica,
a reta r de equagao z = 1, e um ponto A, de ordenada a (a > 1), pertencente a reta r.
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Esta também representada a semirreta OA, que interseta a cir- * %
cunferéncia trigonométrica no ponto B. a A
Qual das expressoes seguintes da, em funcao de a, a abcissa do

ponto B? f

(A) (B) Va® +1 0 Lo
a’+1

©) (D) Va? -1 r

Figura 5

9. Seja f a fungao definida em | — 00, 2] por f(z) =z +In(e” + 1).
Resolva os itens 9.1. e 9.2. sem recorrer & calculadora.

9.1. @4 (Video da resolugio reservado a inscritos. Inscreva-se neste link!)
O grafico de f tem uma assintota obliqua.
Determine uma equagao dessa assintota.
9.2. @4 (Video da resolugio reservado a inscritos. Inscreva-se neste link!)
A equagdo f(x) =2z + 1 tem uma unica solugao.
Determine essa solugdo e apresente-a na forma —Ink, com k > 0.
9.3. @4 (Video da resolugio reservado a inscritos. Inscreva-se neste link!)
Seja h a fungao definida em | — 00, 2] por h(z) = f(x) — x.
Qual das expressoes seguintes pode ser a expressao analitica da funcdo h~!, funcao
inversa de h?

(A) e’ —1 (B)1-—-¢€" (©) In(e® —1) (D) In (1 —€*)

10. Seja g a fungao, de dominio R, definida por
senx

1+1—e$ sex <0
g(r) = 0 sex =0
22lnz sex >0

Resolva os itens 10.1. e 10.2. sem recorrer a calculadora.

10.1. @4 (Video da resolugao reservado a inscritos. Inscreva-se neste link!)
Averigue se a fungao g é continua em z = 0.
10.2. @4 (Video da resolugao reservado a inscritos. Inscreva-se neste link!)

Estude a fungdo g quanto & monotonia em ]0, +00[ e determine, caso existam, os extre-
mos relativos.

Na sua resposta, apresente o(s) intervalo(s) de monotonia.

FIM
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COTACOES

As pontuagdes obtidas
nas respostas a estes
4 itens da prova contribuem 551 122 e 7.2 Subtotal
obrigatoriamente para
a classificacgao final.

Cotacéo (em pontos) 16 20 16 20 72

Destes 14 itens, contribuem
para a classificagao final da
prova os 8 itens cujas respostas
obtenham melhor pontuagéao.

11. (1.2, | 2. |31.|3.2. [41. |42 | 6. 8. [9.1.]9.2 |9.3. 10.1.{10.2. | Subtotal

Cotacéo (em pontos) 8 x 16 pontos 128
TOTAL 200
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Proposta de resolucdo
1.1.

8n+1)—4 8n—14
n+2 _n+1
(8n+4)(n+1)— (8n —4)(n + 2)
(n+2)(n+1)
8n2+8n+4n—i—4—(8n2+16n—4n—8)
N (n+2)(n+1)

Up41 — Unp =

12
(n+2)(n+1)

12

(n+2)(n+1)
Up41 — Up > 0, ¥n € N e podemos concluir que (u,) é monétona crescente.

Como 12> 0e (n+2)(n+1) >0, Vn € N entao >0, ¥n € N. Temos portanto

1.2. Comecemos por escrever a expressao numa forma mais conveniente para determinar

8 —4 n+1 87_?:8

o valor do seu limite.

-8 -8 8§
—12
. 12
Podemos concluir que u,, = 8 — .
n+1
li li 8 12 8 12 8~
" n+1 +oo+1

Consequentemente, lim f (u,) = lim f(z) = lim logy(8 — z) = log, (07) = —cc.
T—8~ T8~

Podemos concluir que a opcao correta é a (A).

2. Como os numeros sdo escolhidos em segredo, ha igual probabilidade que cada pessoa escolher
um dos 5 ntmeros e podemos utilizar a Lei de Laplace para calcular a probabilidade pedida.
Comecemos por ilustrar os casos favoréveis com um esquema.

Como ha *Cy modos de selecionar as duas pessoas que escolheram o nimero 5, ha 4% x 4Cy
casos favoraveis.
Relativamente aos casos possiveis, ha A’y modos de as pessoas escolherem os 4 nimeros entre
os b disponiveis.
42 X 4C2

A, = 0.1536. A opgao correta é a (D).

A probabilidade é portanto P =
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3.1.

a “ b _1>< a
a+b a+b—1 3 a+b
S3b=a+b-1a=2b+1.

P(ANB) = éP(A) o

Como b é um ntmero natural entdao 2b é um niimero par. Consequentemente, a = 2b+ 1 é um
ndmero {mpar.

3.2. Notemos que ha 5 caixas com ntmero impar e 5 caixas com nimero par. Colocando uma
bola azul em cada caixa com ntmero par sobram 3 bolas azuis, das 8 iniciais, para colocar nas
10 caixas. De forma semelhante, colocando uma bola branca em cada caixa com ntmero impar
sobram 2 bolas brancas, das 7 iniciais, para colocar nas 7 caixas sobrantes, uma vez que cada
caixa tem no maximo 2 bolas. Temos portanto

00y x 70y = 2520

possibilidades.
A opcao correta é a (B).

4.1. Seja z = pe'?

2
2 2 26 —10 pPr="r
2° =z & pe” = pe @{29:_04-2]{:#,1662
plp—1) =
@{0:2167'( keZ
p=0 p=1
@{9:2’?—” kel V{HZ%TW’]CGZ

Podemos concluir que as soluces do sistema sio 0 e ¢ 5 , keZ.
Para obter as solu¢oes nao nulas devemos atribuir valores 1ntelros ak:

o para k=0, ¢*0 =1,

e para k =1, ¢ ¥ =cos —i—zsm?z—%—i—@i;
e para k = 2, % 5 =cosdx —i—zsm?:—%—@i.

Qualquer outro valor inteiro de k& conduz-nos a uma destas solucoes.
Como sao trés solugoes nao nulas, os afixos destes complexos sao os vértices de um tridngulo
equilatero. A medida de um dos seus lados é

1 3
——+£i—1 =
2 2

3 3
3.3,
2 2

9 3
]
iT1= V3

O perimetro do poligono é portanto 3v/3.

4.2. Seja z = = + yi.

x 1
Re(z) xIm(z) =1 < Re(z +yi) x Im(z + yi) =1 < axy =1 éoy = .
x
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Trata-se portanto da equacao que uma hipérbole conhecida.
A opgao correta é a (D).

5.1. Sabemos que A(0,b,0) e B(a,0,0), onde a,b € R. Substituindo na equagao do plano ABC
temos
3x04+4b+4x0-12=0&b=3

3a+4x0+4x0-12=0&a=4.

Temos portanto A(0,3,0) e B(4,0,0).
A altura do cilindro é

AB=+/(0-4)2+ (3-0)2+ (0—0)2 =5.
Como o seu volume é igual a 107 temos
Ay x5=10m & Ay = 21 = 7 x BC" = 21 & BC = +V/2.
Podemos concluir que BC = v/2.

5.2 O ponto do plano ABC' que se encontra mais proximo do ponto P é a projecao ortogonal de
P no plano ABC.

Um vetor normal ao plano ABC é i = (3,4,4). Por outro lado, uma equagao vetorial da reta
que contém P e é perpendicular ao plano ABC' é dada por:

(xz,y,2) = (3,5,6) + k(3,4,4), k € R.
O ponto de interse¢do desta reta com o plano ABC' é o ponto que pretendemos.

(x,y,2) = (3,5,6) + k(3,4,4)
3r+4y+42—-12=0

x =343k
o y=>5+4k
z =0+ 4k
3r+4y+4z—-12=0
( __ =
e s v=l
_ ” =
949k +20 + 16k +24 4+ 16k — 12 =0 k=-1

Podemos concluir que as coordenadas do ponto do plano ABC que se encontra mais préoximo do
ponto P sao (0,1,2).

6. Sabemos que
tan <ST\O) =2« STO = tan" ' 2.

Consequentemente, STU ~ 7 —tan"12 ~ 2,03.
A opgao correta é a (C).

7.1. Notemos que d(0) é a soma dos comprimentos da biela e da manivela.
Como d(0) = cos0 + /9 — sen?(0) = 4 e o comprimento da manivela é 1cm temos que a biela
mede (4 —1)cm = 3em.
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A opcao correta € a (B).

7.2. Comecemos por notar que multiplicando uma quantidade por 0, 75 esta reduz-se 25%. Deste
modo, a equagao que traduz o problema é

d(to+2) = 0,75d (to) -

Recorrendo a calculadora gréfica obtemos parte dos graficos das fungoes definidas por
y=d(t+2) =cos(t+2)++/9—sen?(t+2) ey = 0,75 <cost +V9— sen2t) e uma aproximagao

do seu ponto de interse¢ao no intervalo [0, 5].

Inkerseckion
n=1.675617 YW=Z.07818E88

Podemos concluir que ty ~ 1.63.
Como d(tg) =~ 2,8, podemos concluir que a distancia do pistdo ao ponto O no instante ¢y é
aproximadamente 2,8 cm.

8. Seja v a amplitude so angulo que a semi-reta OA faz com o semi-eixo positivo de Oz.
Pretendemos saber a abcissa de B(cos o, sena). Como tan o = a entao

1 1
1+tan2a:—<:>1+a2: & cosa = &+

1
cos? a cos? o V1+aZ

1

Como « 6]0 7T[entéo cos o =

2 V1+ta?’
A opcao correta € a (A).
9.1. Como Dy =] — 00, 2] trata-se de uma assintota quando x — —oo.
In(e*+1 In(e® +1 In(e™> +1
fm 1@ gy BEEFD 2y, REFD ) D
T——00 I T——00 T T——00 I T——00 T —00

lim (f(z)—x)= lim (z+In(e”+1)—z)=In(e">*+1) =0.

T—r—00 T—r—00

Podemos concluir que a reta de equagdo y = x é a assintota obliqua do grafico de f pretendida.
9.2. Consideremos z €] — 00, 2].

flz)=2z+1ezrz+h(+1)=2z+1< (e +1)=z+1

sf+l=eTlTo e —exe=—1
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sef(l-e)=-1e" =

@x:1n<6i1> < zr=Inl-In(e—1)
<z =—In(e—1).
Como —In(e — 1) €] — 00,2] temos que —In(e — 1) é a solugao da equagdo na forma pretendida.
9.3.
y=h(z)ey=z+h( +1) -z +1=¢
sef=ey-1srx=In(e—1).

Temos portanto h~!(z) = In (e* — 1).
A opgao correta é a (C).

10.1.

. . senz \ (3) N, e
lim g(z) = lim (14 =1+ lim

50— 0 1—e? w0~ 1=
]jm Senx
_ e—s0- ¥ x I
=1 + w =1 + _—1 =0.
r—0—
.. .. .. senx et -1
* Limites notaveis lim =1e lim =1.
z—0 X x—0 xX

lim g(x) = lim (3:2 Inz) =0 x (—o0)

z—0t z—0t

Uma vez que obtivemos um simbolo de indeterminagdo, vamos efetuar a mudanca de variével

1
Y= % & 2 = L ¢ utilizar o limite notavel lim —— = 0. Como z — 0% entéo Yy — +00.
Y T—+o0o I
1,1 1 1
lim (lenx): lim (—Zln—>:— lim ﬂ>< lim —=-0x0=0.
r—0+t y—+oo \ Y Yy y——+oo Y y——+oo Yy

Como ¢(0) = 0 entao temos lim g(x) =

lim g(z) = ¢g(0) e podemos concluir que g é continua
z—07F z—0~
em x = 0.

10.2. Comecemos por determinar ¢’(z) no intervalo |0, +ool:
/ 2 1
g(x)=2zxlnz+2°x — =2zxlnx+ .
x
Estudemos agora a existéncia de pontos criticos em |0, +o0[:

J@)=0&2zlnr+2z=0Az€]0,+oo[ < x(2lnz+1)=0Az €]0,+00|
=3 (x:()\/x:e_%>Ax6]0,+oo[<:>x:e_%.

Na tabela seguinte é apresentado o estudo do sinal de ¢’ e da monotonia de g em ]0, +o00].
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My

T 0 e 400
T N.D. + + +
2lnz+1 | N.D. — 0 +
J(z) | ND. = 0 +
g N.D. N min N
Podemos concluir que
_1 1 _1 1
g<e 2>:e Ine"2 = ——
2e

¢ minimo relativo.
_1 .
g € mono6tona decrescente em }O, e 2] e monoétona crescente em [e

1
2,—|—oo{.
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