Anélise Matematica/Caélculo

Ficha+Aulas de Primitivas/Antiderivadas

Versao de 1 de Fevereiro de 2020.
Academia Aberta Verifique se existe versao com data mais recente aqui.

A Ficha+Aulas de Complexos inclui 5 aulas tedricas e 59 exercicios em video. To-
dos os direitos de autor estao reservados para o autor Rui Castanheira de Paiva (ruipai-
vac@gmail.com, www.academiaaberta.pt e www.facebook.com/aaberta). A ficha também
estda disponivel em www.academiaaberta.pt juntamente com outros contetudos interativos
e forum de tira dividas. Recomendamos que a utilize de acordo com a seguinte sequéncia:

Video da aula — Resolver os exercicios — Confirmar resultados nos videos

Para visualizar a resolucao dum exercicio deve clicar no icone @4 junto ao mesmo.

Os videos associados a esta ficha de trabalho tém acesso gratuito. Quando compra um
contetdo a Academia Aberta contribui para a manutencao e melhoria do site, aquisicao
de equipamento e software e para mostrar aos autores a sua gratidao!

Quem acolhe um beneficio com gratidao, paga a primeira prestacao da sua divida.
(Séneca, 04 a.C.-65).

Caros estudantes, professores, explicadores, pais e amantes da matematica, podem
contribuir para a Academia Aberta através da compra voluntéria da licenca de utilizacao
desta obra (> 3 euros ou > 12 reais). O pagamento pode ser feito por transferéncia
bancéria ou Paypal. Para tal, deve preencher o seguinte formulario (clicar). Depois de o
fazer receberda um email com a informacao necessaria.

Preencher e O cliente O cliente

submeter o recebe um envia o 'Academia Aberta!
formulario —>| email com os |—>| comprovativo da |—>| envia o recibo de
seguinte (clicar) dados para transferéncia despesas de

pagamento bancaria educagao

AULA 1: Primitivas e primitivas imediatas/antiderivadas

Sumario/pré-requisitos J

Primitivas/antiderivadas:

@ Nog&o de primitiva/antiderivada. Primitivas imediatas.

Pré-requisitos:
O estudante devera saber derivar muito bem e saber aplicar férmulas
matematicas.

Se tiver dificuldades em visualizar a Aula 1 clique em @4
ATENCAQO: Ha uma tabela de primitivas imediatas na ultima pagina desta ficha.
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1.1. Calcule as primitivas das funcdes definidas pelas expressdes
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AULA 2: Primitivas por partes

Sumario/pré-requisitos

Primitivas/antiderivadas:

@ Primitivas por partes.
Pré-requisitos:

matematicas. Deverd também saber fazer primitivas imediatas.

O estudante devera saber derivar muito bem e saber aplicar férmulas

*

Se tiver dificuldades em visualizar a Aula 2 clique em 4.

2
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2.1. Calcule as primitivas das funcoes definidas pelas expressoes analiticas.

(a) z cos = B4 (b) o sin 2 @4 (c) arccosz @4
(d) 22 cosz @ (e) zlnz @4 (f) ze* @Y

(2) e*sinx W4 (h) In 2 @4 (i) In*(z) @4
(j) z%e” @4

AULA 3: Primitivas por substituicao

Sumario/pré-requisitos ]

Primitivas/antiderivadas:

@ Primitivas por substitui¢do.

Pré-requisitos:

O estudante devera saber derivar muito bem e saber aplicar férmulas
matematicas. Deverd também saber fazer primitivas imediatas.

*

Se tiver dificuldades em visualizar a Aula 3 clique em @4,

ATENQAO: H&a uma tabela de primitivas por substituicao no fim desta ficha.

3.1. Calcule as primitivas das funcoes definidas pelas expressoes analiticas.
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AULA 4: Primitivas de poténcias de fungoes trigonométricas

Sumario/pré-requisitos J

Primitivas/antiderivadas:

@ Primitivas de poténcias de funcdes trigonométricas.

Pré-requisitos:
O estudante deverd saber derivar muito bem e saber aplicar férmulas
matemdticas. Deverd também saber fazer primitivas imediatas.

Se tiver dificuldades em visualizar a Aula 4 clique em 4.

ATENCAO: H4 uma tabela de primitivas de funcoes trigonométricas no fim desta
ficha.

4.1. Calcule as primitivas das funcoes definidas pelas expressoes analiticas:
(a) cos? z 4 (b) sin*(3z) @4 (c) tan?(4z) W4
(d) sin®z @4 (e) cost(2x) W4 (f) cotg®(3z) W4

Proéoxima pagina: Primitivas de fragoes racionais.
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AULA 5: Primitivas de fragoes racionais

Sumario/pré-requisitos )

Primitivas/antiderivadas:

@ Primitivas de fracdes racionais.
Pré-requisitos:

O estudante deverd saber derivar muito bem e saber aplicar férmulas
matemdticas. Deverd também saber fazer primitivas imediatas.

*

Se tiver dificuldades em visualizar a Aula 5 clique em @4,

3 _

. X . ~ P
5.1. Decomponha a fracao na soma de um polinémio com uma fracao prépria. @4

2 +1

5.2. Calcule as primitivas das funcoes definidas pelas expressoes analiticas.
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Funcgao Primitiva
. ol
D rf o pemiy
2) flal % +C aeRN\{1}
I n
3) 7 n[f|+C
2) feos(f) sin(f) + C
5) f'sin(f) —cos(f)+C
6) f'sec?(f) tan(f) + C
7) f'cosec?(f) —cot(f)+C
§) frsec(f) tan(f) | sec(f) +C

9) f’'cosec(f)cot(f)

—cosec(f)+C

10) \/iifz arcsin(f) +C ou —arccos(f)+C
11) 1—{,f2 arctan(f) +C ou —arccot(f)+C

12) f'tan(f)

—1In|cos(f)|+ C

13) f'cot(f)

In |sin(f)| + C

14) f'sec(f)

In |sec(f) + tan(f)| +C

15) f’ cosec(f)

In | cosec(f) — cot(f)| + C

Tabela 1: Tabela de primitivas imediatas.




Tipo de funcao Substituicao

1) R(a®*,a%", ...,a") | ™ =t < x = oga® nde m = m.d.c.(c1,ca, ..., Cp)
2) R(log,(x)) t =log,(z) &z =ad

3) R(z, Va2 — b2x?) r = ¢sin(t) ou x = ¢ cos(t)

4) R(x,va® + b2 r = §tan(t)

5) R(z, Vb2x? — a?) r = §sec(t)

6) R(x,\/z,va — br) x = %sin®(t)

7) R(x,\/z,\/a+ bx) r = % tan*(t)

8) R(z,v/z,Vbx — a) x = %sec®(t)

Tabela 2: Tabela de primitivas por substituicao.

I - Poténcias de funcoes trigonométricas

Dividimos esta seccao em 5 casos.
1 - Poténcias fmpares de sin(z) ou cos(z) — Destaca-se uma unidade a poténcia impar e
o fator resultante passa-se para a co-funcao através da férmula fundamental da trigono-
metria:

sin?(z) 4 cos?(z) = 1.
2 - Poténcias pares de sin(x) ou cos(xz) — Usam-se as férmulas da redugdo ao cosseno do

angulo duplo:

1 1
sin®(z) = 5(1 — cos(2x)) cos?(x) = 5(1 + cos(2x)).
3 - Poténcias de tan(z) ou cotg(x) — Destaca-se tan?(z) ou cotg?(z) e usa-se uma das
formulas:
tan?(z) = sec’(z) —1 ou cotg?(z) = cosec?(x) — 1.

4 - Poténcias pares de sec(x) ou cosec(x) — Destaca-se sec?(z) ou cosec?(x) e ao fator
resultante aplica-se uma das férmulas:

sec’(r) = 1 +tan?(z) ou cosec’(z) = 1+ cotg?(z).

5 - Poténcias impares de sec(x) ou cosec(x) — Destaca-se sec?(x) ou cosec?(x) e primitiva-se
por partes comegando por esse fator.



IT - Produtos de poténcias de funcoes trigonométricas

1 - Poténcia fmpar em sin(z) por qualquer poténcia em cos(z) — Destaca-se sin(z) e o
fator resultante passa-se para a co-funcao através da féormula:

sin?(x) = 1 — cos?(z).

2 - Poténcia fmpar em cos(x) por qualquer poténcia de sin(z) — Destaca-se cos(x) e o
fator resultante passa-se para a co-funcao através da formula:

cos?(z) = 1 — sin?(x).

3 - Poténcia par em cos(x) por poténcia par em sin(z) — Aplicam-se as férmulas:

sin(2x) = 2sin(z) cos(x); sin®(z) = %(1 — cos(2x); cos?(r) = %(1 + cos(2z)).

IIT - Produtos em que aparecem fatores do tipo sin(mz) e/ou
cos(nx)

Aplicam-se as férmulas:
e sin(z) sin(y) = 3(cos(z — y) — cos(z + y));

(cos(x 4+ y) + cos(z — y));

N[

e cos(x)cos(y) =

e sin(z) cos(y) = 3(sin(z + y) + sin(z — y)).
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