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Instrucoes: Video da aula — Exercicios — Confirmar resultados nos videos
Nota: Para visualizar a resolucao dum exercicio deve clicar no icone @84,
Contetidos do mesmo autor:

e Livro Preparacao hibrida para o Exame Nacional de Matematica A 2021

e Plataforma de preparacao para o 12.° e para o Exame Nacional de Matematica A

e Fichas de itens dos exames nacionais dos tltimos 15 anos compilados por temas
com resolucao e/ou video

AULA 1: Revisoes. Definicao de limite segundo Heine

Sumario/pré-requisitos J

Limites e continuidade

@ Conceito intuitivo de limite;
@ Definicdo de limite segundo Heine.

Pré-requisitos:

O estudante deverd ter conhecimentos elementares de funcdes reais de
varidvel real, de sucessOes e de limites de sucessoes.

Se tiver dificuldades em visualizar a Aula 1 clique em @4,

1.1. @4 Calcule lim f (a,) onde:

3n—2.

Y

(a) f(z) =4z —24¢a,=

(b) f($)=2272—3x+5ean:%
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1.2. @4 Na figura seguinte estd representado o grafico de uma funcao real de varidvel
real f.

Calcule, se existir:

() tim f (2); (b) lm f (e, (© lm f()
(@) lim f (o) (¢) Tim_f (x): (F) Iim £ (2):
(g) lim f(z);

1.3. @4 Considere o grafico da funcao real de variavel real f do exercicio anterior. Cal-

cule:
(a) lim f (=4 + 3); (b) lim f (=2 — 2); (c) lim f (=2 + 3%);
(d) lim f (2 — 247); (o) lim f (223 (f) lim f (8 n %);

(g) lim f (2 - (‘,?”>;
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AULA 2: Propriedades operatoérias dos limites

Sumario/pré-requisitos J

Limites e continuidade

@ Propriedades operatérias dos limites.

Pré-requisitos:
O estudante deverad conhecer o conceito de funcio real de varidvel real e o
conceito de limite.

Se tiver dificuldades em visualizar a Aula 2 clique em @4,

2.1. @4 Calcule, se existirem, os seguintes limites aplicando as suas regras operatérias:

or — 4
. . 2 5 .
(a) 91015% (5x) (b) x11>n—13 (52% — 42° + 2) (c) 9101—% P
2 -3z ser <1
(d) lim2 Vas (e) lin%f (x) onde f(z) =<¢ 4 sex =1
z—— T—

—14+22—2x sex>1
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| AULA 3: Limites e o infinito

Sumario/pré-requisitos J

Limites e continuidade

@ Limites e infinito.
Pré-requisitos:

O estudante deverd conhecer o conceito de funcdo real de varidvel real e as
regras operatdrias dos limites.

*

Se tiver dificuldades em visualizar a Aula 3 clique em @4,

3.1. @4 Calcule cada um dos seguintes limites:

(a) lim (10+x) (b) lim (10+ z) (¢) lim (9999 — 2x)
T—r—+00 T—>—00 T—r—+00
: 2 5 : a2
@ Jim (5 () T (o)

3.2. @4 Calcule cada um dos seguintes limites:

1 3 o
(a) xligl‘* xr—2 (b) xlig;l— 33—z ¢ zligl— 372 —4

2 422 2—2
(@) lim 22t () lim —~ (1) 1im Y2

r—0+ 22 — 3x z—2— 21 — 22
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| AULA EXTRA: Resultados sobre limites

Teorema

Dado D C R, fungoes f : D —- R e g: D — R e um ponto a aderente a D, se
lim f(x) = 0 e se g é limitada entao lim [f(z)g(z)] = 0.

T—a r—a

NOTA: o presente resultado ainda é valido em limites por valores superiores ou infe-

riores a a bem como em limites em =+oo.

Teorema

Dadas as funcoes reais de varidvel real f e g e um ponto a aderente a Dy.¢, se
lim f(r)=beRe lirrlljg(x) =c € R, onde b,c € R, entdo lim (go f) () =c.

T—a T—r Tr—a

Exercicios: Exercicios de escolha multipla e de desenvolvimento com resolucao deste tema
no livro Preparacao hibrida para o Exame nacional de Matematica e na Plataforma
de preparacao para o Exame Nacional de Matematica 12. Pode ver mais pormenores
e adquirir o livro ou uma licenca de acesso a Plataforma clicando nos links.

AULA 4: Limites e indeterminacoes

Sumario/pré-requisitos |

Limites e continuidade

@ Limites e indeterminacdes.

Pré-requisitos:
O estudante deverd conhecer os conceitos de funcio real de varidvel real e
saber aplicar as propriedades operatdrias dos limites.

Se tiver dificuldades em visualizar a Aula 4 clique em 4.

4.1. Calcule cada um dos seguintes limites: B4

(a) IEIJPOO (z° + 3z +2) (b) IEIJPOO (" — 3z +2)
: 5_ 9. _ 6 : 492 _ 9,3
(c) xl_l)l’_noo (42® — 3z — 2°) (d) xl_l)l’_noo (92 — 422 — 227)
2 2
(e) lim 3+ 7z (f) lim ;Ui
ztoo 2 — v——o0 1% + 3 + 2
. z? . 1 x°
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4.2. Calcule cada um dos seguintes limites: @4

(a) lim (Vaz—3-—+7x) (b) lim

V3xr — 7+ 3z
2

T—+00 T—+00
4 l N
c) lim d) lim
():c—>oo\/1—2x—\/3—2:v ()SHOO\/_ V5 + 42?2
4.3. Calcule:
Coxt—4 o341
(a) 84 glﬁl—% x—2 (b) W4 x1i>rr_11 r+1
3 522 4+8r—4 — 622+ 11z —6
B¢ lim Z Y
(c) }:1—% 243 — 622 + 8 (d) zli>nl,l+ 3+ x2 —5r+3
4 2 23— 622 _
(c) B¢ Tim =17 (f) B¢ i © 00 F 1176
=0+ T z—1+ 23+ 22 —bxr+4
-1

Ho\/i :c—)l\/_—l

- Vaid
(1) @4 lim 27 (j) B4 lim =V EE
a—0t 1° — T z==3 T +3

AULA 5: Continuidade de uma funcao

Sumario/pré-requisitos J

Limites e continuidade

@ Continuidade de uma fun¢do num ponto e num intervalo.
Pré-requisitos:

O estudante deverd conhecer o conceito de funcdo real de varidvel real e
saber calcular limites de uma fun¢do num ponto.

*

Se tiver dificuldades em visualizar a Aula 5 clique em 4.

kl—5 > —1
5.1. @4 Considere a funcao real de varidvel real definida por f (z) = { L |+1 e

24z
onde k € R.

Determine os valores de k de modo a que a fungao seja continua em x = —1.

sexr < —1
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5.3. @4 Estude cada uma das seguintes funcoes quanto a continuidade justificando por-

menorizadamente.
2 — a3

(a) f(z)=2"—324+5 (b)g(x)—m

AULA EXTRA: Teoremas de comparacao, das sucessoes e das funcoes
enquadradas

Proposicao — Resultados de sucessoes
Consideremos as sucessoes (u,) € (vy,).

e Se (uy) e (v,) forem convergentes e a partir de uma certa ordem u,, < v,, entao
limwu,, <limuv,.

e Se a partir de uma certa ordem u,, < v, e limu, = 400 entao limwv, = 4o00.

e Se a partir de uma certa ordem u,, < v, e limv, = —o0 entao limu,, = —oo.

Teorema das sucessoes enquadradas

Consideremos as sucessoes (uy,), (v,) e (wy,). Se (u,) e (v,) forem convergentes para o
mesmo limite [ e a partir de uma certa ordem u,, < w, < v, entdo (w,) é convergente
e limw, = (.

Resultado de limite de funcoes

Sejam f e g duas funcgoes reais de variavel real de dominio D e ¢ € R um ponto

aderente a D. Se para todo o x € D, f(z) > g(z) e lim g(x) = 400 (respetivamente
Tr—a

lim f(z) = —o0), entdo lim f(z) = 400 (respetivamente lim g(x) = —o0).

x—a T—a T—a

NOTA: Este resultado pode ser adaptado para valores superiores ou inferiores a a

bem como ao caso de limites em +oo.

Teorema das funcoes enquadradas

Sejam [ um ntumero real, f, g e h fungoes reais de varidvel real de dominio D e a € R.

Se lim g(z) = limh(xz) = [ e se para todo o x € D, g(z) < f(x) < h(z) entdo
T—a T—a

lim f(z) = 1.

T—a

NOTA: Este resultado pode ser adaptado para valores superiores ou inferiores a a
bem como ao caso de limites em +oo.

Teorema das funcoes enquadradas

Sejam [ um numero real, f, g e h fungoes reais de varidvel real de dominio D e a € R.

Se lim g(z) = limh(xz) = [ e se para todo o x € D, g(z) < f(x) < h(z) entdo
T—a T—a

lim f(z) = 1.

T—a

NOTA: Este resultado pode ser adaptado para valores superiores ou inferiores a a
bem como ao caso de limites em +oo.
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Teorema de Weierstrass
Se f é uma fungao real de variavel real continua num intervalo [a, b] entdao f admite
maximo e minimo absolutos neste intervalo.

Exercicios: Exercicios de escolha multipla e de desenvolvimento com resolucao deste tema
no livro Preparacao hibrida para o Exame nacional de Matematica e na Plataforma
de preparacao para o Exame Nacional de Matematica 12. Pode ver mais pormenores
e adquirir o livro ou uma licenca de acesso a Plataforma clicando nos links.

| AULA 6: Teorema de Bolzano

Sumario/pré-requisitos J

Limites e continuidade

@ Teorema de Bolzano.

Pré-requisitos:
O estudante deverd conhecer os conceitos de fun¢io real de varidvel real e
de continuidade de uma func3o.

Se tiver dificuldades em visualizar a Aula 6 clique em @4,

6.1. @4 Considere a fungao real de varidvel real definida por f (z) = 2® — 42% + 5.

(a) Mostre que f(z) = 10 tem pelo menos uma solugao em |4, 5].
(b) Mostre que f(x) =0 tem pelo menos uma solu¢ao em |—3, 0]

(¢) Prove que f toma o valor —1 pelo menos uma vez no intervalo |0, 3]

6.2. @4 Seja f uma fungao continua, de dominio [0, 5] e contradominio [3,4]. Seja g a
fungao, de dominio [0, 5], definida por g (x) = f (x) — x. Prove que a funcao g tem,
pelo menos, um zero.

6.3. @4 De uma funcao g, continua em R, sabe-se que:

e 1 ézero de g;
e g(3)>0.

3
Prove que a equacéo g (z) = % tem, pelo menos, uma solugao no intervalo |1, 3[.
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| AULA 7. Assintotas

Sumario/pré-requisitos J

LIMITES E CONTINUIDADE

@ Assintotas do grafico de uma fungio.

Pré-requisitos:

O estudante deverd conhecer os conceitos de funcdo real de varidvel real e
saber calcular limites e estudar a continuidade de uma funcdo no seu
dominio.

Se tiver dificuldades em visualizar a Aula 7 clique em 4.

7.1. Determine as assintotas dos gréaficos das funcoes reais de variavel real definidas por:

(0) WS () = T (0) B f () = o

7.2. @4 Na figura seguinte estd representado parte do grafico de uma funcao real de
variavel real f.

\y

Indique, justificando, a veracidade de cada uma das seguintes afirmacoes:

@ m (F@-Je42) =0 @ tim (70 - gr) =4
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f(z)

(¢) lm 12— 1 () lim (f(2)+2) =1
(@ lm (f@)+r-11)=10 () lm (f()-z+1)=1

(i) lim (f(z)+22)=-1

T—r—00
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