
R
u
i
P
a
iv
a

R
u
i
P
a
iv
a

R
u
i
P
a
iv
a

R
u
i
P
a
iv
a

Exame nacional de matemática – 2018.2

Versão de 2 de Janeiro de 2022.
Verifica se existe versão com data mais recente do exame nacional
2018.2 aqui.

Acede ao exame nacional 2018.1 aqui, 2019.1 aqui e 2019.2 aqui.

Podes encontrar em www.academiaaberta.pt mais exames, vídeos
e fichas.

Este ficheiro PDF inclui:

• o enunciado do exame nacional de matemática 12 da 2.a fase de 2018 (formulário no fim);

• a resolução do exame;

• o exame resolvido em vídeo, com a explicação de todos os detalhes. Para visualizares o
vídeo de cada exercício deves clicar no ícone junto ao mesmo.

Esta obra pretende proporcionar uma auto-avaliação da tua preparação para o Exame Naci-
onal de matemática 12.

Todos os direitos de autor estão reservados para o autor Rui Castanheira de Paiva
(ruipaivac@gmail.com).

Podes encontrar a preparação completa no livro Preparação para o Exame Nacional de
Matemática e na Plataforma de preparação para o Exame Nacional de Matemática A.
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Duração da Prova (Caderno 1 + Caderno 2) : 150 minutos. | Tolerância: 30 minutos

Utilize apenas caneta ou esferográfica de tinta azul ou preta.
Só é permitido o uso de calculadora gráfica no Caderno 1.
Não é permitido o uso do corretor. Risque aquilo que pretende que não seja classificado.
Para cada resposta, identifique o caderno e o item.
Apresente as suas respostas de forma legível.
Apresente apenas uma resposta para cada item.
A prova inclui um formulário.
As cotações dos itens de cada caderno encontram-se no final do respetivo caderno.

Na resposta aos itens de escolha múltipla, selecione a opção correta. Escreva, na folha de
respostas, o número do item e a letra que identifica a opção escolhida.

Na resposta aos itens de desenvolvimento, apresente todos os cálculos que tiver de efetuar e
todas as justificações necessárias. Quando, para um resultado, não é pedida a aproximação,
apresente sempre o valor exato.
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CADERNO 1 - 75 minutos. Tolerância: 15 minutos.
É permitido o uso de calculadora

Os dois itens que se apresentam a seguir são itens em alternativa.
O item 1.1. integra-se nos Programas de Matemática A, de 10.o, 11.o e 12.o anos, homologados
em 2001 e 2002 (P2001/2002).
O item 1.2. integra-se no Programa e Metas Curriculares de Matemática A, homologado em
2015 (PMC2015).
Responda apenas a um dos dois itens.
Na sua folha de respostas, identifique claramente o item selecionado.

P2001/2002

1.1 Seja X uma variável aleatória com distribuição Normal de valor médio µ e desvio padrão
σ.
Qual é o valor, arredondado às milésimas, de P (X > µ− 2σ)?

(A) 0, 926 (B) 0, 982 (C) 0, 977 (D) 0, 943

PMC2015

1.2. (Vídeo da resolução reservado a inscritos. Inscreva-
-se neste link!)
Na Figura 1, está representado um triângulo [ABC].
Sabe-se que:

• AC = 5;

• BÂC = 57◦;

• AB̂C = 81◦.
Figura 1

Qual é o valor de AB, arredondado às centésimas?

(A) 3.31 (B) 3.35 (C) 3.39 (D) 3.43

2. (Vídeo da resolução reservado a inscritos. Inscreva-se neste link!)
Num clube desportivo, praticam-se as modalidades de basquetebol e futebol, entre outras.
Sabe-se que, escolhido ao acaso um atleta deste clube, a probabilidade de ele praticar bas-
quetebol é 1

5 e a probabilidade de ele praticar futebol é 2
5 .

Sabe-se ainda que, dos atletas que não praticam futebol, 3 em cada 4 não praticam basque-
tebol.
Mostre que existe, pelo menos, um atleta do clube que pratica as duas modalidades despor-
tivas.
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3. Dispõe-se de catorze caracteres (a saber: os algarismos 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 e as vogais a,
e, i, o, u) para formar códigos de quatro caracteres.

3.1. (Vídeo da resolução reservado a inscritos. Inscreva-se neste link!)Quantos códigos
iniciados por uma vogal seguida de três algarismos diferentes se podem formar?

(A) 420 (B) 504 (C) 1840 (D) 2520

3.2. (Vídeo da resolução reservado a inscritos. Inscreva-se neste link!)
Escolhe-se, ao acaso, um código de entre todos os códigos de quatro caracteres, repetidos
ou não, que é possível formar com os catorze caracteres.
Determine a probabilidade de esse código ser constituído por quatro algarismos diferentes
cujo produto seja um número ímpar.
Apresente o resultado arredondado às milésimas.

4. Considere, num referencial o.n. Oxyz, a superfície esférica de equação

(x− 1)2 + (y − 2)2 + (z + 1)2 = 10.

4.1 (Vídeo da resolução reservado a inscritos. Inscreva-se neste link!)
Seja P o ponto da superfície esférica de abcissa 1, ordenada 3 e cota negativa.
Seja r a reta de equação vetorial (x, y, z) = (−1, 0, 3) + k(4, 1,−2), k ∈ R. Determine
uma equação do plano que passa no ponto P e é perpendicular à reta r.
Apresente essa equação na forma ax+ by + cz + d = 0.

4.2 (Vídeo da resolução reservado a inscritos. Inscreva-se neste link!)
Seja C o centro da superfície esférica e seja A o simétrico do ponto C relativamente ao
plano xOy. Determine a amplitude do ângulo AOC.
Apresente o resultado em graus, arredondado às unidades.
Se, em cálculos intermédios, proceder a arredondamentos, conserve, no mínimo, duas
casas decimais.

5. (Vídeo da resolução reservado a inscritos. Inscreva-se neste link!)
O planeta Mercúrio descreve uma órbita elíptica em torno do Sol. Na Figura 2, está repre-
sentado um esquema de uma parte dessa órbita.

Figura 2

Relativamente a esta figura, tem-se que:

• o ponto S representa o Sol;

• o ponto M representa o planeta Mercúrio;

• o ponto A representa o afélio, que é o ponto da órbita mais afastado do Sol;

• x é a amplitude do ângulo ASM , compreendida entre 0 e 180 graus. Admita que a
distância, d, em milhões de quilómetros, do planeta Mercúrio ao Sol é dada, em função
de x, por

d =
555

10− 2.06 cos x
.
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Seja α a amplitude do ângulo ASM , num certo instante (α a está compreendido entre 0 e 20
graus).
Nesse instante, o planeta Mercúrio encontra-se a uma certa distância do Sol.
Passado algum tempo, a amplitude do ângulo ASM é três vezes maior e a distância do pla-
neta Mercúrio ao Sol diminuiu 3%.
Determine, recorrendo às capacidades gráficas da calculadora, o valor de α, sabendo-se que
esse valor existe e é único.
Não justifique a validade do resultado obtido na calculadora.
Na sua resposta:
–– equacione o problema;
–– reproduza, num referencial, o(s) gráfico(s) da(s) função(ões) visualizado(s) na calculadora
que lhe permite(m) resolver a equação;
–– apresente o valor de α em graus, arredondado às unidades.

6. (Vídeo da resolução reservado a inscritos. Inscreva-se neste link!)
A primeira derivada de uma função f , de domínio

]
0, π2

[
é dada por f ′(x) = 3x− tgx.

Sabe-se que o gráfico de f tem um único ponto de inflexão.
Qual é a abcissa desse ponto, arredondada às centésimas?

(A) 0, 84 (B) 0, 88 (C) 0, 92 (D) 0, 96

7. (Vídeo da resolução reservado a inscritos. Inscreva-se neste link!)
De uma progressão aritmética (un) sabe-se que o terceiro termo é igual a 4 e que a soma dos
doze primeiros termos é igual a 174.
Averigue se 5371 é termo da sucessão (un).

8. (Vídeo da resolução reservado a inscritos. Inscreva-se neste link!)
Na Figura 3, está representado, no plano complexo, um pentágono regular [ABCDE] inscrito
numa circunferência de centro na origem e raio 1.

Figura 3

Sabe-se que o ponto C pertence ao semieixo real negativo.
Seja z o número complexo cujo afixo (imagem geométrica) é o ponto A.
Qual é o valor de z5?

(A) −1 (B) 1 (C) i (D) −i

FIM DO CADERNO 1
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COTAÇÕES (Caderno 1)

Item
Cotação (em pontos)

1.1. 1.2. 2. 3.1. 3.2. 4.1. 4.2. 5. 6. 7. 8.
8 8 12 8 12 12 13 12 8 12 8 105

Página 6 de 18

http://academiaaberta.pt


R
u
i
P
a
iv
a

R
u
i
P
a
iv
a

R
u
i
P
a
iv
a

R
u
i
P
a
iv
a

Exame Nacional de Matemática de 2018 - 2.a fase Rui Paiva - www.academiaaberta.pt

CADERNO 2 - 75 minutos. Tolerância: 15 minutos.
Não é permitido o uso de calculadora

Os dois itens que se apresentam a seguir são itens em alternativa.
O item 9.1. integra-se nos Programas de Matemática A, de 10.o, 11.o e 12.o anos, homologados
em 2001 e 2002 (P2001/2002).
O item 9.2. integra-se no Programa e Metas Curriculares de Matemática A, homologado em
2015 (PMC2015).
Responda apenas a um dos dois itens.
Na sua folha de respostas, identifique claramente o item selecionado.

P2001/2002

9.1. (Vídeo da resolução reservado a inscritos. Inscreva-se neste link!)
Num dado problema de Programação Linear, pretende-se determinar o valor máximo que a
função objetivo, definida por L = 3x+ 5y, pode alcançar.
Sabe-se que a região admissível é definida pelo seguinte sistema.



x ≥ 0
y ≥ 0
x+ y ≤ 10
x ≤ 5.

Qual é esse valor máximo?

(A) 56 (B) 50 (C) 40 (D) 36

PMC2015

9.2. (Vídeo da resolução reservado a inscritos. Inscreva-se neste link!)
Considere, num referencial o.n. xOy, uma elipse centrada na origem do referencial e de focos
F1 e F2 pertencentes ao eixo Ox.
Sabe-se que:

• F1F2 = 12;

• sendo P um ponto qualquer da elipse, tem-se PF1 + PF2 = 20.

Qual é a equação reduzida desta elipse?

(A)
x2

64
+

y2

100
= 1 (B)

x2

100
+

y2

64
= 1

(C)
x2

100
+

y2

36
= 1 (D)

x2

36
+

y2

100
= 1

10. (Vídeo da resolução reservado a inscritos. Inscreva-se neste link!)

Em C, conjunto dos números complexos, considere z =
(2− i)2 + 1 + i

1− 2i
+ 3i15.

Escreva o complexo −1
2 × z na forma trigonométrica.
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11. (Vídeo da resolução reservado a inscritos. Inscreva-se neste link!)
Considere, num referencial o.n. xOy, a circunferência centrada na origem do referencial e
que passa no ponto A(2, 1).
Seja r a reta tangente à circunferência no ponto A.
Qual é a ordenada na origem da reta r?

(A) 4 (B) 5 (C) 6 (D) 7

Os dois itens que se apresentam a seguir são itens em alternativa.
O item 12.1. integra-se nos Programas de Matemática A, de 10.o, 11.o e 12.o anos, homologados
em 2001 e 2002 (P2001/2002).
O item 12.2. integra-se no Programa e Metas Curriculares de Matemática A, homologado em
2015 (PMC2015).
Responda apenas a um dos dois itens.
Na sua folha de respostas, identifique claramente o item selecionado.

P2001/2002

12.1. (Vídeo da resolução reservado a inscritos. Inscreva-se neste link!)
Considere, num referencial o.n. Oxyz, os planos α, β e γ definidos pelas equações y = −x,
y = z e 2x+ 3y − z − 1 = 0, respetivamente.
A intersecção dos planos α, β e γ é

(A) um ponto (B) uma reta (C) um plano (D) o conjunto vazio

PMC2015

12.2. (Vídeo da resolução reservado a inscritos. Inscreva-se neste link!)

Qual é o valor do limite da sucessão de termo geral

(
n+ 5

n+ 1

)n
2

?

(A) +∞ (B) 1 (C) e4 (D) e2

13. (Vídeo da resolução reservado a inscritos. Inscreva-se neste link!)
Determine o conjunto dos números reais que são soluções da inequação

log2(x+ 1) ≤ 3− log2(8− x).

Apresente a resposta usando a notação de intervalos de números reais.

14. Seja f a função, de domínio R, definida por

f(x) =





3 + ex

1−x
se x < 1

ln(x2)+2

x
se x ≥ 1.
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14.1. (Vídeo da resolução reservado a inscritos. Inscreva-se neste link!)
Determine f ′(0), recorrendo à definição de derivada de uma função num ponto.

14.2. (Vídeo da resolução reservado a inscritos. Inscreva-se neste link!)
Estude a função f quanto à existência de assíntotas horizontais do seu gráfico.

14.3. (Vídeo da resolução reservado a inscritos. Inscreva-se neste link!)
Seja h a função, de domínio R, definida por h(x) = x+ 1.
Qual é o valor de

(
f ◦ h−1

)
(2)?

(o símbolo ◦ designa a composição de funções).

(A) 0 (B) 1 (C) 2 (D) 3

15. (Vídeo da resolução reservado a inscritos. Inscreva-se neste link!)
Seja g a função, de domínio [0, π], definida por g(x) = 2 sinx+ sin2 x.
Seja r a reta tangente ao gráfico da função g que tem declive máximo.
Determine o declive da reta r.
Apresente a sua resposta na forma a

√
b

c
, com a, b e c números naturais.

FIM

COTAÇÕES (Caderno 2)

Item
Cotação (em pontos)

9.1. 9.2. 10. 11. 12.1. 12.2. 13. 14.1. 14.2. 14.3. 15.
8 8 12 8 8 8 13 13 13 8 12 95

TOTAL (Caderno 1 + Caderno 2): 200
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Proposta de resolução

1.1. Sabemos que se X ∼ N(µ, σ) então:
P (µ − σ < X < µ+ σ) ≈ 0.6827
P (µ − 2σ < X < µ+ 2σ) ≈ 0.9545
P (µ − 3σ < X < µ+ 3σ) ≈ 0.9973

Consideremos o gráfico seguinte, que ilustra parte destas propriedades.

0.05

0.10

0.15

0.20

0.25

µ µ+ σµ− σ µ+ 2σµ− 2σ

f

b bb b

0.6827

0.13590.1359
0.0230.023

Deste modo, P (X > µ− 2σ) = 1− 0.023 = 0.977.
A opção correta é a (C).

1.2. AĈB = 180◦ − 57◦ − 81◦ = 42◦.
Pelo Teorema dos senos,

sin 42◦

AB
=

sin 81◦

5

⇔ AB =
5 sin 42◦

sin 81◦

⇒ AB ≈ 3.39.

A opção correta é a (C).

2. Consideremos, relativamente à experiência de escolha aleatória de um atleta do clube, os
acontecimentos:
B: “pratica basquetebol”;
F : “pratica futebol”.
Dos dados do enunciado podemos concluir que

P (B) =
1

5
, P (F ) =

2

5
e P

(
B|F

)
=

3

4
.

P
(
B|F

)
=

3

4

⇔ P
(
B ∩ F

)

P
(
F
) =

3

4

⇔ P
(
B ∪ F

)
=

3

4
× 3

5

⇔ 1− P (B ∪ F ) =
9

20

⇔ P (B ∪ F ) =
11

20

⇔ P (B) + P (F )− P (B ∩ F ) =
11

20

⇔ P (B ∩ F ) =
1

5
+

2

5
− 11

20
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⇔ P (B ∩ F ) =
1

20
.

Como P (B ∩ F ) > 0 então há pelo menos um atleta que pratica as duas modalidades desportivas.

3.1. Vamos recorrer ao esquema seguinte e ao Princípio fundamental da contagem para resolver
o problema

V

5

A

9

A

8

A

7

Temos portanto 5× 9× 8× 7 = 2520 códigos possíveis.
A opção correta é a (D).

3.2. Uma vez que a escolha dos códigos é feita ao acaso, podemos recorrer à Lei de Laplace para
calcular a probabilidade pedida.
Os casos possíveis são 14A′

4 = 144.
Relativamente aos casos favoráveis, notemos que para o produto dos três algarismos ser ímpar,
o código tem obrigatoriamente que ter três algarismos ímpares. O esquema seguinte ilustra a
situação.

I

5

I

4

I

3

I

2

Como a vogal pode ocupar qualquer uma das quatro posições temos 5 × 4 × 3 × 2 = 5A4 = 120
casos favoráveis.
Pela Lei de Laplace podemos concluir que a probabilidade pedida é 120

144
≈ 0.003.

4.1. O ponto P é da forma P (1, 3, z) com z ∈ R.
Substituindo na equação da superfície esférica temos

(1− 1)2 + (3− 2)2 + (z + 1)2 = 10

⇔ (z + 1)2 = 9 ⇔ z = 2 ∨ z = −4.

Logo P (1, 3,−4).
Sendo ~r = (4, 1,−2) um vetor diretor da reta r, a equação do plano é da forma 4x+y−2z+d = 0.
Substituindo as coordenadas de P vem

4× 1 + 3− 2× (−4) + d = 0 ⇔ d = −15.

Podemos concluir que 4x+ y − 2z − 15 = 0 é uma equação do plano em causa.

4.2. Temos C(1, 2,−1) e A(1, 2, 1). Por outro lado, AÔC =
−→
OÂ−−→OC e temos

cos
(−→
OÂ−−→OC

)
=

−→
OA · −−→OC

||−→OA|| × ||−−→OC||

⇔ cos
(−→
OÂ−−→OC

)
=

(1, 2,−1) · (1, 2, 1)√
1 + 4 + 1×

√
1 + 4 + 1

⇔ cos
(−→
OÂ−−→OC

)
=

1 + 4− 1√
6×

√
6

⇔ cos
(−→
OÂ−−→OC

)
=

2

3

⇐ −→
OÂ−−→OC ≈ 48◦.
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5. O problema pode ser equacionado através da seguinte condição

d(3α) = 0.97 × d(α)

⇔ 555

10− 2.06 cos(3α)
= 0.97 × 555

10− 2.06 cos α
.

Recorrendo à calculadora gráfica obtemos os gráficos de y = 555
10−2.06 cos(3x) e y = 0.97 ×

555
10−2.06 cos x e uma aproximação do seu ponto de interseção P (10.04; 67.53).

Logo, o valor do α pedido é aproximadamente 10◦.

6. Como f ′′(x) = 3− 1
cos2 x

então a abcissa do ponto de inflexão é solução da equação

f ′′(x) = 0 ⇔ 3− 1

cos2 x
= 0.

Recorrendo à calculadora gráfica obtemos o gráfico de y = 3− 1
cos2 x

e uma aproximação do seu
zero em

]
0, π2

[
.

Logo, f ′′(x) = 0 ⇔ x ≈ 0.96 e podemos concluir que a opção correta é a (D).

7. u3 = 4 ⇔ u1 + 2r = 4 ⇔ u1 = 4− 2r.

S12 = 174 ⇔ u1 + u12
2

× 12 = 174

⇔ u1 + u1 + 11r = 29

⇔ 8− 4r + 11r = 29

⇔ r = 3.

Logo, un = u3 + (n− 3)× 3 = 3n− 5.
un = 5371 ⇔ 3n = 5376 ⇔ n = 1792.
Como 1792 ∈ N, podemos concluir que 5371 é termo da sucessão (un).

8. Como o pentágono [ABCDE] é regular então os seus vértices são os afixos das raízes índice
5 de um determinado complexo. Seja w esse complexo. Sabemos que qualquer uma das raízes
índice 5 elevada a 5 é igual a w. Deste modo, com C é o afixo de eiπ e

(
eiπ
)5

= e5iπ = −1,
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podemos concluir que w = z5 = −1.
A opção correta é a (A).

9.1. Comecemos por representar a região admissível num referencial cartesiano.

x

y

0 5

5

10

Vamos avaliar a função objetivo em cada um dos vértices do polígono:

• L(5, 0) = 5 + 5× 0 = 5;

• L(5, 5) = 3× 5 + 5× 5 = 40;

• L(0, 10) = 3× 0 + 5× 10 = 50.

Podemos concluir que o valor máximo é 50 e que a opção correta é a (B).

9.2. Temos
F1F2 = 12 ⇔ 2c = 12 ⇔ c = 6.

Por outro lado, como a soma das distâncias aos focos de uma elipse é sempre igual ao comprimento
do eixo maior 2a então

PF1 + PF2 = 20 ⇔ 2a = 20 ⇔ a = 10.

Deste modo,
b2 + c2 = a2 ⇔ b2 = 100 − 36 ⇔ b2 = 64

e podemos concluir que a equação da elipse centrada na origem é

x2

100
+

y2

64
= 1

.
A opção correta é a (B).

10.

z =
(2− i)2 + 1 + i

1− 2i
+ 3i15

=
4− 4i− 1 + 1 + i

1− 2i
+ 3i3
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=
4− 3i

1− 2i
− 3i

=
(4− 3i)(1 + 2i)

(1− 2i)(1 + 2i)
− 3i

=
10 + 5i

5
− 3i = 2− 2i.

Assim, −1
2 z̄ = −1− i.

Como | − 1− i| =
√
2 e Arg(−1− i) = −3π

4 então

−1

2
z̄ =

√
2e−i

3π
4 .

11. Comecemos por representar num referencial ortonormado os elementos descritos.

1

2

3

4

−1

−2

−3

1 2 3 4−1−2−3−4
x

y

0

bA

−→
OA = (2, 1) ⇒ mOA = 1

2 .
Logo, como a reta tangente no ponto A é perpendicular à reta OA, o seu declive é igual a −2.
Consequentemente, a sua equação reduzida é da forma y = −2x + b, onde b ∈ R. Substituindo
nesta equação as coordenadas de A temos

1 = −4 + b ⇔ b = 5

e podemos concluir que a equação reduzida da reta r é y = −2x+ 5.
Temos portanto que a ordenada na origem da reta r é 5.
A opção correta é a (B).

12.1. A resolução do sistema seguinte conduz-nos a conclusões relativamente à interseção dos três
planos.





y = −x
y = z
2x+ 3y − z − 1 = 0

⇔





y = −x
z = −x
2x− 3x+ x− 1 = 0

⇔





y = −x
z = −x
−1 = 0

Podemos concluir que a opção correta é a (D).
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12.2.

lim

(
n+ 5

n+ 1

)n
2

= lim

(
n
(
1 + 5

n

)

n
(
1 + 1

n

)
)n

2

=

[
lim
(
1 + 5

n

)n

lim
(
1 + 1

n

)n

] 1

2

=

[
e5

e

] 1

2

= e2.

Podemos concluir que a opção correta é a (D).

13. Comecemos por determinar o domínio da condição:

D = {x ∈ R : x+ 1 > 0 ∧ 8− x > 0} =]− 1, 8[.

log2(x+ 1) ≤ 3− log2(8− x)

⇔ log2(x+ 1) + log2(8− x) ≤ log2 8

⇔ log2 ((x+ 1) (8− x)) ≤ log2 8

⇔ − x2 + 7x ≤ 0 ∧ x ∈ D

Para resolver uma inequação do 2.◦ grau −x2 + 7x ≤ 0 devemos:
(i) determinar os zeros da equação ax2 + bx+ c = 0 associada à inequação;
(ii) esboçar o gráfico da função definida por
y = ax2 + bx+ c;
(iii) escrever o conjunto solução.

C.A. −x2 + 7x = 0 ⇔ x = 7 ∨ x = 0.
Esboço do gráfico da função definida por y = −x2 + 7x:

+
−− b b

0 7

Logo,

−x2 + 7x ≤ 0 ∧ x ∈ D ⇔ x ∈]− 1, 0] ∪ [7, 8[.

Podemos concluir que o conjunto solução é S =]− 1, 0] ∪ [7, 8[.

14.1.

f ′(0) = lim
h→0

f(0 + h)− f(0)

h

= lim
h→0

3 + eh

1−h
− 4

h

= lim
h→0

eh − 1 + h

h(1− h)

( 0

0)
= lim

h→0

eh − 1

h
× lim

h→0

1

1− h
+ lim

h→0

✓h

✓h(1− h)

= 1× 1 + 1 = 2.

14.2. Comecemos por determinar as assíntotas do gráfico de f quando x → −∞.
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lim
x→−∞

(
3 + ex

1−x

)
= 3 + 0

1−(−∞) = 3.

Podemos concluir que a reta de equação y = 3 é assíntota horizontal do gráfico de f .
Determinemos agora as assíntotas do gráfico de f quando x → +∞.

lim
x→+∞

(
ln
(
x2
)
+ 2

x

)
(∞

∞
)

= lim
x→+∞

2 lnx

x
+ lim

x→+∞

2

x

= 0 + 0 = 0

Podemos concluir que a reta de equação y = 0 é assíntota horizontal do gráfico de f .

14.3.
(
f ◦ h−1

)
(2) = f

(
h−1 (2)

)
.

Como h(x) = 2 ⇔ x+ 1 = 2 ⇔ x = 1 então h−1 (2) = 1 e
f
(
h−1 (2)

)
= f (1) = ln 1+2

1 = 2.
Podemos concluir que a opção correta é a (C).

15. Sabemos que o declive da reta tangente ao gráfico de uma função num ponto é igual ao valor
da sua derivada nesse ponto. Para encontrar o declive da reta r vamos determinar o máximo
absoluto de g′ estudando a monotonia de g′.
g′(x) = 2 cos x+ 2 sinx cos x = 2cos x+ sin(2x).
g′′(x) = −2 sinx+ 2cos(2x).

g′′(x) = 0 ⇔ sinx = cos(2x)

⇔ cos
(π
2
− x
)
= cos(2x)

⇔ π

2
− x = 2x+ 2kπ ∨ π

2
− x = −2x+ 2kπ, k ∈ Z

⇔ x =
π

6
− 2

3
kπ ∨ x = −π

2
+ 2kπ, k ∈ Z.

Para encontrar as soluções desta equação no conjunto [0, π] vamos atribuir valores inteiros a k.
Comecemos com x = π

6 − 2
3kπ.

• k = −2 ⇒ x =
π

6
+

4

3
π =

3

2
π /∈ [0, π];

• k = −1 ⇒ x =
π

6
+

2

3
π =

5

6
π ∈ [0, π];

• k = 0 ⇒ x =
π

6
∈ [0, π];

• k = 1 ⇒ x =
π

6
− 2π

3
= −3π

6
/∈ [0, π].

Relativamente a x = −π

2 + 2kπ temos:

• k = −1 ⇒ x = −5

2
π /∈ [0, π];

• k = 0 ⇒ x = −π

2
/∈ [0, π];

• k = 1 ⇒ x =
3

2
π /∈ [0, π].
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Podemos concluir que

g′′(x) = 0 ∧ x ∈ [0, π] ⇔ x ∈
{
π

6
,
5

6
π

}
.

Estudemos agora a monotonia e os extremos de g′ numa tabela.

x 0
π

6

5π

6
π

g′′(x) + 0 − 0 +
g′ ր ց ր

g′
(
π

6

)
= 2×

√
3
2 +

√
3
2 = 3

√
3

2 ;
g′(π) = 2 cos π + sin(2π) = −2.

Podemos assim concluir que o máximo absoluto de g′ no intervalo [0, π] é 3
√
3

2 , sendo este o
declive da reta r.
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Formulário

Geometria

Comprimento de um arco de circunferência:

αr (alpha – amplitude em radianos, do ângulo ao centro ; r – raio)

Área de um polígono regular: Semiperímetro × Apótema

Área de um sector circular:

αr2

2
(alpha – amplitude em radianos, do ângulo ao centro ; r – raio)

Área lateral de um cone: πrg r – raio da base; g – geratriz)

Área de uma superfície esférica: 4πr2 (r – raio)

Volume de uma pirâmide:
1

3
× Áreadabase × Altura

Volume de um cone:
1

3
× Áreadabase × Altura

Volume de uma esfera:
4

3
πr3 (r – raio)

Progressões

Soma dos n primeiros termos de uma progressão (un):

Progressão aritmética:
u1 + un

2
× n

Progressão geométrica: u1 ×
1− rn

1− r

Trigonometria

sin(a+ b) = sin a cos b+ sin b cos a
cos(a+ b) = cos a cos b− sin a sin b
sinA

a
= sinB

b
= sinC

c

a2 = b2 + c2 − 2bc cosA

Complexos

(ρcisθ)n = ρn cis(nθ) ou
(

ρeiθ
)n

= ρneinθ

n
√
ρcisθ = n

√
ρcis

(

θ + 2kπ

n

)

ou n
√

ρeiθ = n
√
ρei

θ+2kπ

n (k ∈ {0, . . . , n − 1}
e n ∈ N)

Probabilidades

µ = p1x1 + . . .+ pnxn

σ =
√

p1 (x1 − µ)2 + . . . pn (xn − µ)2

Se X é N(µ, σ) então:
P (µ− σ < X < µ+ σ) ≈ 0.6827
P (µ− 2σ < X < µ+ 2σ) ≈ 0.9545
P (µ− 3σ < X < µ+ 3σ) ≈ 0.9973

Regras de derivação

(u+ v)′ = u′ + v′

(uv)′ = u′v + uv′
(

u

v

)

′

=
u′v − uv′

v2

(un)′ = nun−1u′ (n ∈ R)
(sin u)′ = u′ cos u
(cos u)′ = −u′ sin u

(tan u)′ =
u′

cos2 u
(eu)′ = u′eu

(au)′ = u′au ln a (a ∈ R
+ \ {1})

(ln u)′ =
u′

u

(loga u)
′ =

u′

u ln a
(a ∈ R

+ \ {1})

Limites notáveis

lim

(

1 +
1

n

)n

= e

lim
x→0

sin x

x
= 1

lim
x→0

ex − 1

x
= 1

lim
x→+∞

ln x

x
= 0

lim
x→+∞

ex

xp
= +∞ (p ∈ R)
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