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REPUBLICA
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EDUCACAO

d

Exame Final Nacional de Matematica A
Prova 635 | 2.2 Fase | Ensino Secundario | 2019

12.° Ano de Escolaridade
Decreto-Lei n.° 139/2012, de 5 de julho

INSTITUTO
I E DE AVALIACAO
EDUCATIVA, I.P.

Duragao da Prova (Caderno 1 + Caderno 2) : 150 minutos. | Tolerancia: 30 minutos

Utilize apenas caneta ou esferografica de tinta azul ou preta.

S6 é permitido o uso de calculadora grafica no Caderno 1.

Nao é permitido o uso do corretor. Risque aquilo que pretende que nao seja classificado.

Para cada resposta, identifique o caderno e o item.
Apresente as suas respostas de forma legivel.
Apresente apenas uma resposta para cada item.

A prova inclui um formulario.

As cotagoes dos itens de cada caderno encontram-se no final do respetivo caderno.

Na resposta aos itens de escolha miltipla, selecione a opcao correta. Escreva, na folha de
respostas, o nimero do item e a letra que identifica a opgao escolhida.

Na resposta aos itens de desenvolvimento, apresente todos os calculos que tiver de efetuar e
todas as justificagoes necesséarias. Quando, para um resultado, ndao é pedida a aproximacao,

apresente sempre o valor exato.
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CADERNO 1 - 75 minutos. Tolerancia: 15 minutos.
E permitido o uso de calculadora

1. Na Figura 1, esta representado, num referencial o.n. Ozyz, um paralelepipedo retangulo
[ABCDEFGH].

Sabe-se que:

e 0 vértice A pertence ao eixo Ox e o vértice B pertence
ao eixo Oy;

e o vértice C tem coordenadas (0,3, 6) e o vértice G tem
coordenadas (6,11,0);

e o plano ABC é definido pela equagao 3x+4y—12 = 0.

1.1. @4 Determine o volume do  paralelepipedo

[ABCDEFGH).

1.2. @4 (Video da resolucio reservado a inscritos. Inscre-
va-se neste link!)
Seja P o ponto de coordenadas (1,—4,3), e seja r a
reta que passa pelo ponto P e é perpendicular ao plano
ABC.
Determine as coordenadas do ponto de interseccao da
reta r com o plano ABC.

Figura 1

1.3. @4 (Video da resolugio reservado a inscritos. Inscreva-se neste link!)
Escolhe-se, ao acaso, um vértice do paralelepipedo e, seguidamente, também ao acaso,
escolhe-se um outro vértice, diferente do anterior.
Designe-se por X o primeiro vértice escolhido e por Y o segundo vértice escolhido.
Qual é a probabilidade de a terceira coordenada do vetor )ﬁ ser igual a zero?
Apresente o resultado na forma de fracao irredutivel.

2. Uma escola secundaria tem apenas turmas de 10.°, 11.° e 12.° anos.

2.1. @4 (Video da resolugio reservado a inscritos. Inscreva-se neste link!)
Relativamente aos alunos desta escola, sabe-se que:

3
° R dos alunos do 10.° ano sao rapazes;

11
° 21 dos alunos da escola sao rapazes;

1
° - dos alunos da escola sao rapazes e frequentam o 10.° ano.

Escolhe-se, ao acaso, um aluno dessa escola.

Determine a probabilidade de o aluno escolhido ser uma rapariga e nao frequentar o
10.° ano.

Apresente o resultado na forma de dizima, arredondado as centésimas.

2.2. @4 (Video da resolucio reservado a inscritos. Inscreva-se neste link!)
Uma turma dessa escola tem 26 alunos, dos quais 15 sao raparigas.
O delegado de turma é um rapaz.
Pretende-se formar uma comissdo com trés alunos desta turma, para organizar uma
festa de fim de ano.
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Quantas comissoes diferentes, que incluam rapazes e raparigas, se podem formar,
sabendo-se que o delegado de turma tem de fazer parte da comissao?

(A) 195 (B) 215 ©) 235 (D) 255
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Os dois itens que se apresentam a seguir sao itens em alternativa.

O item 3.1. integra-se nos Programas de Matematica A, de 10.°, 11.° e 12.° anos, homologados
em 2001 e 2002 (P2001,/2002).

O item 3.2. integra-se no Programa e Metas Curriculares de Matematica A, implementado em
2015-2016 (PMC2015).

Responda apenas a um dos dois itens.

Na sua folha de respostas, identifique claramente o item selecionado.

P2001,/2002

3.1 @4 (Video da resolucao reservado a inscritos. Inscreva-se neste link!)
Uma caixa contém duas bolas brancas e trés bolas pretas.
Retiram-se, ao acaso e em simultdneo, duas bolas da caixa.

Seja X a variavel aleatoria «ntimero de bolas brancas retiradasy.
Qual é o valor médio da variavel aleatoria X7

A) 0.9 (B) 0.8 © 0.7 (D) 0.6

3.2. @4 (Video da resolucao reservado a inscritos. Inscreva-se neste link!)
De um tridngulo, sabe-se que os comprimentos dos seus lados sao 4, 5 e 6.
Seja « a amplitude do maior dngulo interno desse tridngulo.
Qual é o valor de senc, arredondado as milésimas?

(A) 0.989 (B) 0.992 ©) 0.995 (D) 0.998

4. @4 (Video da resolucio reservado a inscritos. Inscreva-se neste link!)
O nivel, N, de um som, medido em decibéis, é funcdo da sua intensidade, I , medida em
microwatt por metro quadrado (uW/m?), de acordo com a igualdade

N =60+ 10logqy I, com I > 0.

Relativamente ao som de um certo despertador, sabe-se que, aumentando a sua intensidade
em 150 uW/m?, o seu nivel passa a ser 1,4% do quadrado do nivel inicial.

Determine, recorrendo & calculadora grafica, o valor da intensidade inicial do som desse
despertador, sabendo-se que pertence ao intervalo [20,80] e que, neste intervalo, esse valor
¢é tnico.

Nao justifique a validade do resultado obtido na calculadora.

Na sua resposta:

— apresente uma equacao que lhe permita resolver o problema;

— reproduza o(s) grafico(s) da(s) fungao(oes) visualizado(s) na calculadora que lhe per-
mite(m) obter o valor pedido;

— apresente esse valor em uW/m?, arredondado as unidades.
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5. @4 (Video da resolucio reservado a inscritos. Inscreva-se neste link!)
Para um certo numero real k, é continua em R a fungado f, definida por

logsk sex=1
flay=9 ,

¢ —1

sex #1

Qual é o valor de k7

(A) 5 () 6 (SR ®) 9

6. @4 (Video da resolucio reservado a inscritos. Inscreva-se neste link!)
Sejam a e b dois nimeros reais diferentes de zero.
Sabe-se que 2, a e b sdo trés termos consecutivos de uma progressao geométrica.
Sabe-se ainda que a — 2, b e 2 sd0 trés termos consecutivos de uma progressao aritmética.
Determine a e b.

7. @4 (Video da resolucio reservado a inscritos. Inscreva-se neste link!)
Na Figura 2, esta representado, no plano complexo, o quadrado [ABCD].

Imz4

Figura 2
Sabe-se que o ponto A é o afixo (imagem geométrica) de um nimero complexo z e que o
ponto D é o afixo (imagem geométrica) do complexo nulo.
Qual é o namero complexo cujo afixo (imagem geométrica) é o ponto B?

A z(1+1) (B) iz (©) i3z (D) 2(2 +1)

FIM DO CADERNO 1

COTACOES (Caderno 1)

Item
Cotagao (em pontos)
1.1. 1.2. 2.1 2.2. 3.1. 3.2. 4. 5. 6. 7.
12 12 12 13 8 8 12 8 12 8 105
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CADERNO 2 - 75 minutos. Tolerancia: 15 minutos.
Nao é permitido o uso de calculadora

8. @4 (Video da resolucao reservado a inscritos. Inscreva-se neste link!)
Considere em C, conjunto dos ntimeros complexos, z1 =2 — 3i e 29 = 1 — 2i.
3z1 —1z9
1447
circunferéncia de centro no afixo (imagem geométrica) de z; e raio igual a v/53.

Mostre que o afixo (imagem geométrica) do niimero complexo w =

pertence a

Os dois itens que se apresentam a seguir sao itens em alternativa.

O item 9.1. integra-se nos Programas de Matemaética A, de 10.°, 11.° e 12.° anos, homologados

em 2001 e 2002 (P2001,/2002).

O item 9.2. integra-se no Programa e Metas Curriculares de Mateméatica A, homologado em

2015 (PMC2015).
Responda apenas a um dos dois itens.
Na sua folha de respostas, identifique claramente o item selecionado.

P2001,/2002

9.1. @4 (Video da resolugio reservado a inscritos. Inscre-
va-se neste link!)

Na Figura 3, esta representada a regiao admissivel de y“
um problema de Programagao Linear. ﬂ
x>0
y=>0
Esta regiao corresponde ao sistema ¢ z < 150
y <300
z +y < 400. 5
Qual é o valor maximo que a funcao objetivo, definida 0 x
pu— 13 7
por L = 2x + y, pode alcangar nesta regiao’ Figura 3
(A) 450 (B) 500
(©) 550 (D) 600

9.2. @4 (Video da resolucao reservado a inscritos. Inscreva-se neste link!)

) 1
Qual é o valor de sen (3 arccos 5)?

w ¥ ® ¥ © 0 ® 1
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10. @4 (Video da resolugio reservado a inscritos. Inscre-
va-se neste link!) »4
Na Figura 4, esta representada, num referencial o.n.
xOy, areta AB.

Sabe-se que:

e 0 ponto A pertence ao semieixo negativo Oz e
o ponto B pertence ao semieixo positivo Oy;

e areta AB tem equacdo y = 2z + 4.

Seja. M o ponto médio do segmento de reta >
[AB]. Quais sao as coordenadas do ponto M? A a ’
Figura 4

A (-1,2) ® (-1,2)

© (1.3 ®) (—2,4)

=

Os dois itens que se apresentam a seguir sao itens em alternativa.

O item 11.1. integra-se nos Programas de Matematica A, de 10.°, 11.° e 12.° anos, homologados
em 2001 e 2002 (P2001,/2002).

O item 11.2. integra-se no Programa e Metas Curriculares de Matematica A, homologado em
2015 (PMC2015).

Responda apenas a um dos dois itens.

Na sua folha de respostas, identifique claramente o item selecionado.

P2001,/2002

11.1. @4 (Video da resolucio reservado a inscritos. Inscreva-se neste link!)

-1 3-
Considere, num referencial o.n. Oxyz, a reta r definida por z _2=Y_, Qual
dos seguintes vetores pode ser um vetor diretor de uma reta perpendicular a reta r?
%
A @ (2,4,1) ® b(—3,1,0) © 7(1,1,2) ©® d(~4,2,0)
PMC2015
11.2. @4 (Video da resolucio reservado a inscritos. Inscreva-se neste link!)
) ] » . _ (n+Ina\""?
Qual é, para qualquer nimero real positivo a, o limite da sucessdo | ——— ?
n
(A) a? (B) 2a ©) a D Va

e:B

12. Considere a funcao h, de dominio R \ {1}, definida por h(x) = 7
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12.1. @4 (Video da resolucio reservado a inscritos. Inscreva-se neste link!)
Estude a func@o h quanto & existéncia de assintotas do seu grafico paralelas aos eixos
coordenados e, caso existam, escreva as suas equagoes.

12.2. @4 (Video da resolugio reservado a inscritos. Inscreva-se neste link!)
Resolva, em R\ {1}, a equacao (x — 1) x h(x) +2e™* = 3.

1
13. Seja g a funcao definida em ]0, 7| por g(z) = 1 cos(2x) — cos x.

13.1. @4 (Video da resolucio reservado a inscritos. Inscreva-se neste link!)

Estude a fungdo g quanto ao sentido das concavidades do seu grafico e quanto & exis-
téncia de pontos de inflexao.

Na sua resposta, apresente:

— o(s) intervalo(s) em que o grafico de g tem concavidade voltada para baixo;

— o(s) intervalo(s) em que o gréfico de g tem concavidade voltada para cima;

— as coordenadas do(s) ponto(s) de inflexao do gréfico de g, caso este(s) exista(m).
13.2. @4 (Video da resolugio reservado a inscritos. Inscreva-se neste link!)

Seja f a fungdo, de dominio, ]—%, 0[, definida por f(z) = g(—x) + g (% - x)

Qual das expressoes seguintes também pode definir a funcao f7

(A) senx + cosx (B) —senx — cosx (C) senx — cosx (D) —senx + cosx

14. @4 (Video da resolucao reservado a inscritos. Inscreva-se neste link!)
Na Figura 5, est4 representado o grafico da funcdo f, definida, em R, por f(x) = z2.
Considere que um ponto P, de abcissa positiva, se desloca sobre o grafico da fungéo f.
Para cada posicao do ponto P, seja:

e 1 a reta tangente ao grafico de f nesse ponto;

e s a reta perpendicular a r e tangente ao grafico

de f;

e () o ponto de tangéncia da reta s com o grafico

de f;

e [ o ponto de interseccao das retas r e s.

Figura 5

Mostre que, qualquer que seja a abcissa do ponto P, a ordenada do ponto I é sempre igual
1
a — 1

Sugestao: Designe a abcissa do ponto P por a.

FIM

COTACOES (Caderno 2)

Item
Cotagao (em pontos)
8. 9.1. 9.2. 10. 11.1. | 11.2. | 12.1 | 12.2. | 13.1. | 13.2. 14.
13 8 8 8 8 8 14 13 13 8 10 95

TOTAL (Caderno 1 + Caderno 2): 200 |
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Proposta de resolucdo

1.1. O volume do paralelepipedo [ABCDEFGH] é dada pelo produto da area da base vezes a
altura, ou seja

AB x BG x BC.

Para obter a area da base, vamos comecar por determinar as coordenadas do ponto A.

Uma vez que A pertence ao eixo Oz, as suas coordenadas sao da forma A(a,0,0) para alguma
constante a € R.

Substituindo na equagéo do plano ABC' temos:

3xa+0—-12=0<qa = 4.

Assim, A(4,0,0).

Como B(0,3,0) e C(0,3,6) entao

AB=./(4—0)2+ (0—3)2+(0—0)2 = 5;
BG=+/(0—6)2+(3—-11)2+(0—0)2 =10

e o volume do paralelepipedo é 5 x 10 x 6 = 300 unidades de volume.

1.2. Sabemos que um plano definido por uma equagao da forma ax + by + cz + d = 0 admite o
vetor de coordenadas ﬁ)(a, b, ¢) como vetor normal.
Por conseguinte, 7(3, 4,0) sao as coordenadas de um vetor normal ao plano ABC' e

(x,y,2) = (1,—4,3) + k(3,4,0), ke R

é uma equagao vetorial da reta r.
A solucao do sistema seguinte dé-nos as coordenadas do ponto de intersecdo da reta r com o
plano ABC.

3r+4y—12=0
(x’y, Z) = (15 _45 3) + k(3a4’0)
3(1+3k) +4(4k —4) —12 =0
(x,y,2) = (1 + 3k, —4 + 4k, 3)
{ 25k = 25
-

- k=1
(z,y,2) = (4,0,3).
Logo, as coordenadas do ponto de intersegao da reta r com o plano ABC sao (4,0, 3).

1.3. Comecemos por notar que, para a terceira coordenada do vetor )ﬁ/ ser 0, este tem de ser
paralelo ao plano xOy.

Assim, podemos escolher dois vértices do conjunto {A, B,G, H} ou dois vértices do conjunto
{C,D,E, F}.

Em qualquer um dos casos temos *Ay vetores. Por conseguinte, ha *Ay x 2 casos favoraveis.
Como se podem escolher dois vértices entre os oito vértices para formar vetores de 84y = 56
modos distintos, ha 56 casos possiveis.

de acordo com a Lei de Laplace, a probabilidade pedida é

4142)(2_3
56 7'

Pagina 10 de 18


http://academiaaberta.pt

Exame Nacional de Matemética de 2019 - 2.2 fase

Rui Paiva - www.academiaaberta.pt

2.1. Consideremos os acontecimentos:

R: “o aluno é rapaz”;

F: “o aluno frequenta o 10.° ano”.

De acordo com o enunciado temos:

3
P(RIF) = %;

1
Pretendemos calcular P (R N F):

P(RNTF) = P (RUF)

Por outro lado,

Assim,

A probabilidade pedida é 0.38.

—1-P(RUF)
=1—(P(R)+ P(F) - P(RNF)).

1—(P(R)+ P(F)—P(RNF))
11 5 1
1= <ﬁ+ﬁ‘?>

= — ~(0.38.
21

2.2. A turma tem 15 raparigas e 26 — 15 = 11 rapazes.
Se a comissao inclui rapazes e raparigas e o delegado de turma pertence & comissao, temos as

seguintes possibilidades:

e delegado e 2 raparigas: °Cy = 105 comissoes;

e delegado, outro rapaz e 1 rapariga: °C; x C; = 150.

No total temos 105 + 150 = 255 comissoes nas condigdes apresentadas.
Podemos concluir que a opgao correta é a (D).

3.1. Havendo duas bolas brancas e trés bolas pretas, temos Sx = {0, 1,2}.
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3

e P(X =0) corresponde a probabilidade de se tirarem duas bolas pretas: % = 1—30;
2

e P(X = 1) corresponde a probabilidade de se tirar uma bola branca e uma bola preta:

201 X 301 3.

5o, Y

202 1
e P(X = 2) corresponde a probabilidade de se tirarem duas bolas brancas: 50, = 10
2
Assim,
px =y xxP(X:x):()x3+1x§+2xi:0.8.
10 5 10

TESx

Podemos concluir que a opgao correta é a (B).

3.2. Sabemos que, num tridngulo, ao maior lado opoe-se o dngulo de maior amplitude.
Assim, ao lado de comprimento 6 opoe-se o Angulo de amplitude «.
Pelo Teorema de Carnot,

62=42+52—-2x4x5cosa
< 40cosa =5
1
& cosa = —

S o~ 82.819244°.

Logo, sena = 0.992.

Podemos concluir que a opgao correta é a (B).

Um outro modo de resolver o exercicio, a partir da etapa cosa = % é aplicar a féormula funda-
mental da trigonometria:

2a=1

sen’a -+ cos
& sen’a + i =1
64

= sen2a = @
64

V63

< senqy = £——.
8

B
2

Como « € ]0,180°[, por ser a amplitude do dngulo interno de um tridngulo, entao sena =
0.992.

4. A afirmacdo “aumentando a intensidade do som em 150 uWW/m?, o seu nivel passa a ser 1,4%
do quadrado do nivel inicial” traduz-se através da equagao

N(I +150) =0.014 x [N (I)]*.
Introduzindo na calculadora grafica as expressoes

y = N(z + 150) = 60 + 101log,o(x + 150)

y = 0.014 x [N (z)]* = 0.014 (60 + 10log )

e recorrendo as suas potencialidades, obtemos os graficos seguintes e o seu ponto de interse¢ao
no intervalo [20, 80].
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w
Egia0z91 | Y=B=.01=7H1 .
Podemos concluir que = =~ 50.
Assim, a intensidade inicial do som do despertador em causa é aproximadamente 50 uW/m?2.

5. Como f é continua em R, também é em particular continua no ponto 1.
Assim tem que verificar lim1 f(z) = f(1). Como
T—

. .2t -1
ilamlf(x):ilaml z—1
®) . @-DE+D
z—1 r—1
=lim(z+1) =
z—1

entao f é continua no ponto 0 se e sd se
logsk=2ek=3"<k=9.

Podemos concluir que a opgao correta é a (D).

6. Uma vez que:

~ N . ~ s ~_a
e 2, a e b sao trés termos consecutivos de uma progressao geométrica, entao B = —
a

e a—2,be2sao trés termos consecutivos de uma progressao aritmética entao b—(a—2) = 2—b.

Vamos determinar os valores de a e b através da resolugao do sistema seguinte.

a b 2

S=- a0 [ (2b)* = 2b
{bz—(a—2)22—b {Qb:a
@{4(;2—21;:0 @{b(%—nzo

{b:O\/b:% {b: {b:%

= iS4 V

- == a= a=1

Como, por hipotese, a Z0eb#0entdoa=1e b= %

7. Sabemos que sendo A o afixo de z, como C se obtém a partir de A através de uma rotagao

T
centrada na origem de amplitude 5 entao C' é o afixo de iz.

—
Como DB :DA—i—ﬁa, o afixo de B é z +iz = z(1 +1).
Podemos concluir que a opcao correta é a (A).

8.

32 — iz 3(2—3i) —i(1+ 20)
w =

1447 1—1
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6-9i—i+2 8-10i

1—1 1=
~ (8—10)(1+1i) 848 —10i+ 10
(=i 46 12 +12
18 — 2i
- 22:9—¢

A equagao da circunferéncia de centro no afixo de z; e raio v/53 é |z — (2 — 3i)| = V/53.
Substituindo w nesta equagdo vem:

9 —i—(2-3i)| = V53 & [7+2i] = V53 & VT2 +22 =53 & V53 = V53

Podemos assim concluir que o afixo de w pertence a circunferéncia.

9.1. Vamos comegar por determinar os vértices dos poligonos, resolvendo os sistemas seguintes.

y =300 - y =300
x4+ y =400 z = 100

x =150 el T= 150
x4+ y =400 y = 250
Podemos concluir que 0O(0,0), A(150,0), B(150,250), C'(100,300) e D(0,300).

Um vez que o valor maximo da regiao ocorre num destes vértices, vamos avaliar a fungao objetivo,
definida por L = 2x + y em cada um destes pontos:

0)=2x0+0=0;
e [(150,0) = 2 x 150 4+ 0 = 150;
[ ]

L(0,
(
(100,300) = 2 x 100 + 300 = 500;
(150,250) = 2 x 150 + 250 = 550;
(

L
o L
o L

0,300) = 2 x 0+ 300 = 300.

Podemos concluir que o valor maximo alcangado na regiao é 550.
A opcao correta é a (C).

9.2. sen (3 arccos %) = sen (3 X %) = senm = 0.

A opcao correta é a (C).

10. Podemos obter as coordenadas do ponto A, ponto de interse¢do da reta AB com Oz, resol-
vendo o sistema:
y= y=0
{ y=2xr+4 {:){ r=—-2.
Podemos concluir que A(—2,0).
Podemos obter as coordenadas do ponto B, ponto de interse¢ao da reta AB com Oy, resolvendo

o sistema:
r=0 o r=0
y=2x+4 y = 4.
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Podemos concluir que B(0,4).
As coordenadas do ponto médio sdo

ra+xp yat+typ\ [(—2+0 0+4 ~(-1,2)
2 72 N 2 72 N i

A opcao correta é a (B).

11.1 Como

x—1 3—y

2

r—1 y—3

2 —4 17

= — = =4
1 z

podemos concluir que 7 = (2,—4,1) é um vetor diretor da reta 7.

Como

entdo ¢ L 7.

A opcao correta é a (C).

lim (

A opcao correta é a (C).

11.2

-

T =(2,-4,1)-(1,1,2) =2—-4+2=0

n

Ina\"? Ina\" ]
M) :hm<1+ﬂ> th<1+ﬂ
n n

= w12 —q.

!

12.1 As assintotas paralelas aos eixos coordenados sdo as assintotas verticais e as assintotas

horizontais.

Assintotas verticais:

Comecemos por notar que Dy =R\ {1}.

Como

lim h(z) = lim 4= = £ = —o0;
z—1— ( ) z—1— z—1 0 '
lim A(z) = lim £~ = £ = 40
z—1t ( ) a1+ 71 0+

entdo £ = 1 é uma equacao da assintota vertical do grafico de h. E a tnica pois h é continua em

Dy, por ser a divisao de fungoes continuas.

Assintotas horizontais:

T

. . €
lim h(z)= lim
T—+00 z—+oo x — 1
() . e® T
=" lim |[|— x
T—+o00 | T r—1
X
. . iy
= lim — x lim
r—400 I z—4oox — 1

+ 00 X 1=+40c0.

T

lim h(x) = lim
T——00 N A |
oo 0
= € = - 0.
—o0—1 —00

Podemos concluir que a reta de equagdo y = 0 é a Unica assintota horizontal do gréafico de h.
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12.2

(x—1) x h(x) +2e7 =3

€ 2T —3=0

& (r—1) x

Set+2 " -3=0ANz#£1
& ()2 3" +2=0Az#1
Se"=2Vef =1 xr=mh2Ve=0.

O conjunto solugao é S = {0,1n 2}.

13.1 D, =0, 7[.
1 /
Jd(x) = <Z cos (2z) — cos x)
1 . .
=7 2sin(2z) + sinz
1
=-3 sin(2x) + sin z.
g"(z) = —1 x 2 x cos(2z) + cosz = — cos(2z) + cos .
g () =0 & cos(2x) = cosx
S2r=x+4+2knV2r =—x+2kn, keZ
2k
@x:Qkﬂ\/m:Tﬂ, ke Z.
T 0 %’r ™
g"(z) = —cos(2x) + cosx + 0 -
g U P.I N
Como % € |0, 2{[ e g’ (%) =1>0entao ¢"(x) >0, Vx € |0, %’T[
Como %’T € ]%’r,ﬂ[ eg’ (%”) = —% — @ < 0 entao ¢’ (z) <0, Vz € ]%’T,ﬂ[.
2r\ 1 4 27
9\l5) =73 cos |
1 n 1 3
8 2 8
Podemos concluir que ( %’T, g ( 2?”)) = (%’T, %) sao as coordenadas do ponto de inflexdo do grafico
de g.
A concavidade do grafico de g é voltada para cima em ]O, 2{] e voltada para baixo em [%”, m [
13.2 Como

g(—x) = 3 cos(—2z) — cos(—x) = % cos(2x) — cos x

e
G-r) ~Len(a(-) -G
9{5—=) =cos 5% cos (5 — @
= —cos(m — 2x) —sinx

4

— " cos(2z) — sinz.
4005( x) —sinx
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entao

@) =g(-2)+g(5-2)

1 1 .
=1 cos(2x) — cosx — 1 cos(2x) — sinx

= —cosx — sinz.

Podemos concluir que a opcao correta é a (B).

14 Seja a a abcissa do ponto P.

Como f'(x) = 2x entdo f'(a) = 2a é o declive da reta tangente ao grafico de f no ponto de
abcissa a. A sua equagao reduzida é da forma y = 2ax + b, onde b € R.

Substituindo as coordenadas do ponto de tangéncia (a, f(a)) = (a, a2) nesta equacao temos

> =2axa+bsb=—a>

Podemos concluir que a equacdo reduzida da reta r é y = 2azx — a.
1

Uma vez que a reta s é perpendicular a reta r entao o seu declive ¢ —5.
Vamos agora determinar uma equacao reduzida da reta tangente ao grafico de f com declive

1

—L
A sua equacdo reduzida é da forma y = —-x +V/, Y/ €R.
Como
1 1 1
/
- — el =—— o= ——
f(z) 2a * 2 7" 4a’

a sua abcissa é —4i.
a

(—ﬁ, (—ﬁ)) = (—41—(1, ﬁ) sdo as coordenadas do respetivo ponto de tangéncia. Substituindo

na equacao da reta tangente temos

1 1 1 1
=L x Vel =——.
16a? 2a ( 4a> * 16a?

Podemos concluir que a equagao reduzida da reta s é y = —ﬁx — 1622.

A solucao do sistema seguinte vai-nos dar as coordenadas do ponto I, de intersecdo das retas r
e s.

{y—2ax—a2

I B
—ﬁ {Q(zx—az:—ix— L

2a 16a2

—16a* +1 = —8ax —32ax Aa #0

{ _ 1-16a* @{ _ (1—4a®)(144a?)
- —8a(4a2+1) T = —8a(4a2+1)

1 402 1 —_1
" 2a —8a 16a2 o Y 4
1-4a? r — 1-4ad®

54

¢

¢

SIS
||

" —8a

Concluimos deste modo que a ordenada do ponto I é sempre —
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Formuldrio

Geometria

Comprimento de um arco de circunferéncia:

ar (alpha — amplitude em radianos, do angulo ao centro ; r — raio)
Area de um poligono regular: Semiperimetro x Apétema

Area de um sector circular:

[¥]

% (alpha — amplitude em radianos, do angulo ao centro ; r — raio)

Area lateral de um cone: 7rg 7 — raio da base; g — geratriz)

Area de uma superficie esférica: 4rr? (r — raio)

x Areadabase x Altura

W=

Volume de uma piramide:

Volume de um cone: = x Areadabase x Altura

Wl =

4
Volume de uma esfera: gm"s (r — raio)

Progressoes
Soma dos n primeiros termos de uma progressao (un):

~ P U1 + Un
Progressao aritmética: T — X n

1—r"

1—r

Progressao geométrica: u; X

Trigonometria

sin(a 4+ b) = sinacosb + sinbcosa
cos(a + b) = cosacosb —sinasinb
sinA __ sinB __ sinC

a

- b - c
a® =b% 4% —2bccos A

Complexos

(pcis®)™ = p™cis(nd) ou (pe'’)” = pre?

+2km

Ypcisd = /pcis (w) ou /pei? = {l/f)eie n (ke{0,...,n—1}
n
en €N)

Probabilidades

p=p1Z1+...+Pnn

o = \/p1 (@1 — 0)* + ... po (0 — )

Se X & N(u,0) entéo:
Plp—o< X <p+o)~0.6827
P(p—20 < X < p+20) ~ 0.9545
P(i—30 < X < ju+30) ~ 0.9973

Regras de derivagao

(u+v) =u +0
(w) = vu'v + w’

<E)’ v —w
=—
17}L I _ n—vl ’
(u™) =nu"""u (n €R)
(sinu) = u' cosu
(cosu) = —u'sinu
’

u
t "=
E ar)l/u) cos?u
e) =
(
(

Limites notaveis

1 n
lim (1 + —) =e
n

sin x

=1
x—0 X
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