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EDUCACAO

Exame Final Nacional de Matematica A
Prova 635 | 1.2 Fase | Ensino Secundario | 2018

12.° Ano de Escolaridade
Decreto-Lei n.° 139/2012, de 5 de julho

Duragao da Prova (Caderno 1 + Caderno 2) : 150 minutos. | Tolerancia: 30 minutos

Utilize apenas caneta ou esferografica de tinta azul ou preta.

S6 é permitido o uso de calculadora grafica no Caderno 1.

Nao é permitido o uso do corretor. Risque aquilo que pretende que nao seja classificado.
Para cada resposta, identifique o caderno e o item.

Apresente as suas respostas de forma legivel.

Apresente apenas uma resposta para cada item.

A prova inclui um formulario.

As cotagoes dos itens de cada caderno encontram-se no final do respetivo caderno.

Na resposta aos itens de escolha multipla, selecione a opcao correta. Escreva, na folha de
respostas, o niimero do item e a letra que identifica a opcao escolhida.

Na resposta aos itens de desenvolvimento, apresente todos os calculos que tiver de efetuar e
todas as justificagoes necesséarias. Quando, para um resultado, ndao é pedida a aproximacao,
apresente sempre o valor exato.

CADERNO 1 - 75 minutos. Tolerancia: 15 minutos.
E permitido o uso de calculadora

Os dois itens que se apresentam a seguir sao itens em alternativa.

O item 1.1. integra-se nos Programas de Matematica A, de 10.°, 11.° e 12.° anos, homologados
em 2001 e 2002 (P2001,/2002).

O item 1.2. integra-se no Programa e Metas Curriculares de Mateméatica A, homologado em
2015 (PMC2015).

Responda apenas a um dos dois itens.

Na sua folha de respostas, identifique claramente o item selecionado.
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P2001,/2002

1.1 @4 Na Figura 1, esta representado um dado tetraédrico equili-

1.2.

brado, com as faces numeradas de 1 a 4.

Lanca-se dez vezes esse dado e, em cada langamento, regista-se o
nimero da face que fica voltada para baixo.

Qual é a probabilidade, arredondada as milésimas, de sair exata-
mente seis vezes a face com o nimero 37

(A) 0,146 (B) 0,016 ©) 0,008 (D) 0,007

@4 (Video da resolucdo reservado a inscritos. Inscreva-se neste link!)
Seja f uma fungao diferenciavel no intervalo [0, 2] tal que

e f(0)=1
e Vz €[0,2],0 < f'(z) <9

™

Figura 1

O teorema de Lagrange, aplicado a fun¢ao f em [0, 2], permite concluir que:

A 0< f(2)<18 ® 1< f(2)<19 ©)2< f(2) <20 D) 3< f(2)<21

. Na Figura 2, estid representado, num referencial o.n.

Ozyz, um prisma hexagonal regular.

Sabe-se que:
e [PQ] e [QR] sao arestas de uma das bases do
prisma;

e PQ =4.

Az

2.1. @4 (Video da resolugao reservado a inscritos. Ins-
creva-se neste link!)

Determine o produto escalar Q? . Q?

2.2. @4 (Video da resolugao reservado a inscritos. Ins-
creva-se neste link!)
Sabe-se ainda que:
e o plano PQR tem equacao 2x+3y—z—15 = 0; Figura 2
e uma das arestas laterais do prisma é o seg-
mento de reta [PS], em que S é o ponto de
coordenadas (14, 5,0).

Determine a area lateral do prisma.

Apresente o resultado arredondado as décimas.

Se, em calculos intermédios, proceder a arredondamentos, conserve, no minimo, trés casas
decimais.

2.3. @4 (Video da resolucio reservado a inscritos. Inscreva-se neste link!)
Escolhem-se, ao acaso, dois vértices de cada uma das bases do prisma.
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Determine a probabilidade de esses quatro pontos pertencerem a uma mesma face lateral
do prisma.
Apresente o resultado na forma de dizima, arredondado as centésimas.

3. Uma escola dedica-se ao ensino de Espanhol e de Inglés, entre outras linguas.

3.1. @4 (Video da resolucao reservado a inscritos. Inscreva-se neste link!)
Doze alunos dessa escola, quatro de Espanhol e oito de Inglés, dispoem-se lado a lado
em linha reta para tirar uma fotografia.
De quantas maneiras se podem dispor os doze alunos, de modo que os alunos da mesma
disciplina fiquem juntos?

(A) 40320 (B) 80640 (C) 967680 (D) 1935360

3.2. @4 (Video da resolugao reservado a inscritos. Inscreva-se neste link!)
Relativamente a essa escola, sabe-se que:

e o numero de alunos que estudam Espanhol é igual ao niimero de alunos que estudam
Inglés;

e 0 nimero de alunos que estudam, pelo menos, uma das duas linguas é o quédruplo
do ntimero de alunos que estudam as duas linguas.

Escolhe-se, ao acaso, um aluno dessa escola.
Determine a probabilidade de esse aluno estudar Inglés, sabendo que estuda Espanhol.
Apresente o resultado na forma de percentagem.

4. @4 (Video da resolucio reservado a inscritos. Inscreva-se neste link!)
Um feixe de luz incide perpendicularmente sobre um conjunto de trés placas sobrepostas,

homogéneas e iguais, feitas de um material transparente. A Figura 3 ilustra a situagao.
Admita que a poténcia, L, da luz transmitida, apds atravessar o

B luz incidente
conjunto de placas, é dada por ‘ ‘ ’ ‘
= I(1 — R)Se~3* vYyvyy
L=1I(1-R)%
em que:
e [ & a poténcia da luz incidente; l l l
e R ¢ o coeficiente de reflexdo do material (0 < R < 1); v v

. " . luz transmitida
e )\ & o coeficiente de absor¢ao do material, por centimetro

Figura 3
(A>0).

Relativamente ao material de que as placas sao feitas, sabe-se que o coeficiente de reflexdo,
R, e o coeficiente de absorgao, A, tém o mesmo valor numérico.

Sabe-se ainda que a poténcia da luz transmitida é igual a metade da poténcia da luz incidente.
Determine, recorrendo & calculadora grafica, o valor comum dos coeficientes de absorcao e de
reflexao do material, sabendo-se que esse valor existe e é tnico.

Nao justifique a validade do resultado obtido na calculadora.

Na sua resposta:

— equacione o problema;

— reproduza, num referencial, o(s) grafico(s) da(s) fun¢ao(6es) visualizado(s) na calculadora
que lhe permite(m) resolver a equagao;
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— apresente o valor pedido arredondado as milésimas.

5. @4 (Video da resolucio reservado a inscritos. Inscreva-se neste link!)
Para um certo nimero real x, pertencente ao intervalo ]0, 1—”2[, o numero complexo z =
(cosz + isin ) verifica a condi¢do Im(z) = %Re(z).
Qual é o valor de x arredondado as centésimas?

(A 0,02 ® 0,03 © 0,12 D) 0,13

6. @4 (Video da resolucio reservado a inscritos. Inscreva-se neste link!)
Seja a um numero real.
Sabe-se que a, a + 6 e a + 18 sdo trés termos consecutivos de uma progressao geométrica.
Relativamente a essa progressao geométrica, sabe-se ainda que a soma dos sete primeiros
termos ¢é igual a 381.
Determine o primeiro termo dessa progressao.

7. @4 (Video da resolugao reservado a inscritos. Inscreva-se neste link!)
Na Figura 4, esta representada, num referencial 0.n. Oy, uma circunferéncia de centro na
origem e que passa nos pontos A, B, C, D, E e F.

Sabe-se que:

e 0 ponto A pertence ao semieixo positivo Ox e tem
abcissa igual a 2; >

e 0s pontos B e F' tém ambos abcissa igual a 1;

e os pontos C, D e E sao, respetivamente, os simétricos

dos pontos B, A e F' relativamente ao eixo Oy. & F

Qual das condigoes seguintes define o dominio plano repre- Figura 4
sentado a sombreado?

A 22+ <20 )2) > 1 @ 2?4+ <4An|z| <1 © 22+ 2 <4 Az > @22+ <2z <1
1

FIM DO CADERNO 1

COTAGOES (Caderno 1)

Item
Cotacao (em pontos)
1.1. 1.2. 2.1. | 2.2. 2.3. 3.1. 3.2. 4. 5. 6. 7.
8 8 12 12 12 8 13 12 8 12 8 100

CADERNO 2 - 75 minutos. Tolerancia: 15 minutos.
Nao é permitido o uso de calculadora
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Os dois itens que se apresentam a seguir sao itens em alternativa.

O item 8.1. integra-se nos Programas de Matematica A, de 10.°, 11.° e 12.° anos, homologados
em 2001 e 2002 (P2001,/2002).

O item 8.2. integra-se no Programa e Metas Curriculares de Matemética A, homologado em
2015 (PMC2015).

Responda apenas a um dos dois itens.

Na sua folha de respostas, identifique claramente o item selecionado.
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P2001,/2002

8.1. @4 (Video da resolucao reservado a inscritos. Inscreva-se neste link!)
Considere, num referencial o.n. Ozxyz, a reta r definida pela condigao

x+1 y—2

5 = Nz =3.

Qual das seguintes equacoes vetoriais define a reta r?
A) (z,y,2) =(3,0,3) + k(2,-1,0), keR ®) (z,y,2) = (3,0,3) + k(2,-1,3), keR

©) (z,y,2) =(-1,2,0) + k(2,-1,3), k€R D) (z,y,2) = (—1,2,0) + k(2,—-1,0), ke R

8.2. @4 (Video da resolucao reservado a inscritos. Inscreva-se neste-link!)

Qual ¢ o valor de arcsin(1) + arccos (—1)?

T 7'(' 3T T
A) — B) — — D) —
(A) 6 () 5 ©) 1 D) 1

9. @4 (Video da resolucio reservado a inscritos. Inscreva-se neste link!)
2v/3 — /315

Em C, conjunto dos niimeros complexos, considere w =1+ T2
i

Sabe-se que w é uma raiz quarta de um certo complexo z.
Determine a raiz quarta de z cujo afixo (imagem geométrica) pertence ao primeiro quadrante.
Apresente o resultado na forma trigonométrica, com argumento pertencente ao intervalo

Jo.51.

Os dois itens que se apresentam a seguir sao itens em alternativa.

O item 10.1. integra-se nos Programas de Matemética A, de 10.°, 11.° e 12.° anos, homologados
em 2001 e 2002 (P2001,/2002).

O item 10.2. integra-se no Programa e Metas Curriculares de Mateméatica A, homologado em
2015 (PMC2015).

Responda apenas a um dos dois itens.

Na sua folha de respostas, identifique claramente o item selecionado.

P2001,/2002

10.1. @4 (Video da resolucio reservado a inscritos. Inscreva-se neste link!)
Num saco, encontram-se quatro bolas indistinguiveis ao tato, numeradas de 0 a 3.
Retiram-se, ao acaso, sucessivamente e sem reposicao, duas bolas do saco.
Seja X a variavel aleatoria «produto dos nimeros saidos».
Para um certo valor de k, tem-se que P(X = k) = 3.
Qual é o valor de k7

(A) 6 (B) 2 © 3 (D) 0
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10.2. @4 (Video da resolucio reservado a inscritos. Inscreva-se neste link!)

11.

Seja k um nimero real.

. - . n+k\"
Considere a sucessao convergente (u,,) definida por u, = ( ) .
n

Sabe-se que o limite de (uy) ¢ solugdo da equagdo In (£) = 3.
Qual é o valor de k7

M ; ® 3 © 3 ®) 4

@4 (Video da resolugao reservado a inscritos. Inscreva-se neste link!)

Sejam a e b niimeros reais superiores a 1 tais que Inb =4Ina. )
Determine o conjunto dos nimeros reais que sao solugoes da inequagao a® > b=.
Apresente a resposta usando a notagao de intervalos de niimeros reais.

12. Seja g a fungao, de dominio | — oo, 7], definida por

13.

2x_1
4z

(&

sex <0
g(z) =
1

_ 0< <
2 _sin(2r) =T

2.1. @4 (Video da resolucio reservado a inscritos. Inscreva-se neste link!)

Qual das afirmagOes seguintes é verdadeira?
(A) A fungdo g nao tem zeros.
(B) A fungao g tem um tnico zero.
(C) A funcao g tem exatamente dois zeros.

(D) A fungdo g tem exatamente trés zeros.

12.2. @4 (Video da resolucio reservado a inscritos. Inscreva-se neste link!)

Averigue se a fungao g é continua no ponto 0.
Justifique a sua resposta.

12.3. @4 (Video da resolucao reservado a inscritos. Inscreva-se neste link!)

Estude a fungao g quanto & monotonia no intervalo ]0, 7| e determine, caso existam, os
extremos relativos.

@4 (Video da resolucio reservado a inscritos. Inscreva-se neste link!)

Considere a fungao f definida em |0, 7| por f(z) = .x . Qual das equagoes seguintes define
sinx

uma assintota do grafico da fungao f?

A z=0 B) x=m O zx=1 (D)x:g
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14. @4 (Video da resolucdo reservado a inscritos. Inscreva-se neste link!)
Na Figura 5, esté representada, num referencial o.n. xQOy, parte do grafico da funcao h, de

1
dominio RT, definida por h(z) = ey
T

ylk

/

Figura 5

Para cada ntmero real a pertencente ao intervalo [l 1] sejam P e () os pontos do grafico da

2 )
funcao h de abcissas a e 2a, respetivamente.
Tal como a figura sugere, a reta PQ define, com os eixos coordenados, um tridngulo retangulo.
Mostre que existe, pelo menos, um ntmero real a pertencente ao intervalo [%, 1] para o qual
esse tridngulo é isésceles.
Sugestao: comece por identificar o valor do declive da reta P(Q) para o qual o tridngulo é

isésceles.
COTAGCOES (Caderno 2)
Item
Cotagao (em pontos)
8.1. 8.2. 9. 10.1. 10.2. 11. 12.1. | 12.2. | 12.3. 13. 14.
8 8 12 8 8 13 8 13 13 8 12 95

TOTAL (Caderno 1 + Caderno 2): 200
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Proposta de resolucdo

Caderno 1

1.1. Comecemos por notar a existéncia de independéncia entre as dez experiéncias de langamento
do dado. Deste modo, como a probabilidade de obter o namero 3 é igual a i, a variavel aleatoria

X: “n.° de vezes que se obtém o ntimero 3 em 10 langamentos do dado tetraédrico"

étal que X ~ B (10, %) (distribuicao Binomial com dez experiéncias e probabilidade de sucesso
igual a 1). Logo, P(X = 6) = 1°Cy x (i)6 X (%)4 ~ 0.016.
A opcao correta é a (B).

1.2. Uma vez que f é diferenciavel em [0, 2] entao, pelo teorema da derivabilidade e continuidade,
também é continua em [0,2]. Assim, pelo Teorema de Lagrange

/@) - f©0)

Je €]0,2[: f'(c) = 50

Como f(0) =1 entao

f2) -1
—

Je €]0,2[: f'(c) =
Por outro lado, como 0 < f'(z) < 9 entdo
0< fle)<9&0<

A opcao correta € a (B).

2.1. Podemos observar na figura seguinte que

PQR = 120°.

Pela definicdo de produto escalar temos

QP - QR = [|QP|| x [|QR]| x cos (120°)

1
=4x4 —= ] =-=8.
. ( 2)

2.2. Vamos comecar por determinar as coordenadas do ponto P, ponto de interse¢do da reta P.S
com o plano PQR.

Para isso, comecemos por notar que, como 7 = (2,3,—1) é um vetor normal ao plano PQR,
entao (z,y,z) = (14,5,0) + k(2,3,—1), k € R é uma equagao vetorial da reta PS.

Temos portanto:
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20 4+3y—2—15=0

(x,y,2) = (14,5,0) + k(2,3,—1)
(204+2m+3@+3m-4—m—15:0

(m,y,z) = (14 + 2k75 + 3k7 _k)
k= -2

(x,y,2) = (14 + 2k,5 + 3k, —k)

(___

(x,y,2) = (10,—1,2).
Podemos concluir que P (10, —1,2).

54

PS = /(10— 14 + (1 - 5%+ (2 - 0)°
_ V56,

Deste modo, a éarea lateral (6 faces laterais) arredondada as décimas é

6 x PQ x PS =6 x4 x 156~ 179.6.

2.3. Como os vértices sdo escolhidos ao acaso, podemos utilizar a Lei de Laplace para resolver o
problema.

Os casos possiveis sdo 5Cy x 6Cy uma vez que para cada uma das 6Cy possiveis escolhas de dois
vértices de uma das faces podemos escolher dois vértices da outra face de $Cy modos.

Os casos favoraveis sao 6 uma vez que hé seis faces laterais.

6
Pela Lei de Laplace, a probabilidade pedida é 500 60, =~ 0.03.
2 2

3.1. Comecemos por ilustrar a situagao com um esquema.

x2

//\x
Ey ) E3 Ey I Iy I3 Iy I5 I Iz I3
4 3 2 1 8 7 6 5 3 2 1

Note que no esquema F; designa o estudante de Espanhol ¢ para ¢ = 1,2,3,4 e I; designa o
estudante de Inglés j para j =1, ...,8.
Podemos concluir pelo Principio fundamental da contagem que ha 4! x 8! x 2 = 1935360 maneiras
de fazer o pretendido.
A opcao correta € a (D).

3.2. Consideremos a experiéncia aleatoria de escolha de um aluno da escola ao acaso e os acon-
tecimentos:

FE: “estudar Espanhol”;

I: “estudar Inglés”.

De acordo com os dados temos:

P(E)=P(I); P(EUI)=4P(ENI).

Deste modo, a probabilidade pedida é:

PU|E) =
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Notemos agora que, como a escola nao se dedica s6 ao ensino do Espanhol e do Inglés, P(F) =
P(I) nao implica necessariamente que P(E) = 0.5 A P(I) = 0.5.

P(EUI) =4P(ENI)
& P(E)+P(I)— P(ENI)=4P(ENI)
& 2P(E) =5P(ENI)

@P@mnzgmm.

Consequentemente,

PU|E) =

e podemos concluir que a probabilidade pedida é 40%.

4. Os dados do enunciado indicam que R=Xe L = %
Substituindo na equagao dada e simplificando obtemos:

L=I(1-R)°e™®

<¢§:I@—Af&”

1
e - =1-X1%3N
2
)6 e~ 3

Introduzindo na calculadora gréafica as funcoes y = % ey=(1-x e recorrendo as suas

potencialidades obtemos os gréficos seguintes e o seu ponto de intersecao.

Logo, R = A =~ 0.075.

5. Notemos que, como
|cosx +isinz| = Vcos?z +sin®x = 1,

entao

(cosx + isin x)lo = (em)lo

= 0% — cos(10z) 4 i sin(10z).
Logo,
1 . 1
Im(z) = 3 Re(z) < sin(10z) = 3 cos(10x)
1
< tan(10x) = 3 A cos(10zx) # 0.

Logo, como x € ]0, 15 [, 10z = tan~! (%) < x =~ 0.03.
A opcao correta é a (B).
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6. Como a, a+ 6 e a + 18 sdo trés termos consecutivos de uma progressao geométrica entao

a+6_a—|—18<:>(a+6)2—(a+18)a_0
a  a+6 a(a + 6) N
& —6a=-36Aala+6)#0< a=6.

Logo a razao da progressao geométrica é % = 2.

Por outro lado,

7
> =381 < a1 = 3.

S7 =381 < ap x 1

Temos portanto que o primeiro termo é 3.

7. Uma vez que a regiao consiste na parte de um circulo centrado na origem de raio 2, os seus
pontos (x,y) terao que satisfazer a condigao

(=072 +(y-02<2ea?+y? <4

Como se encontra a esquerda ou na reta de equagao x = —1 ou a direita ou na reta de equagao
x = 1 entao terd também que se verificar a condigao

r<—-1Vz>1&|z > 1.

Podemos concluir que, como se verificam cumulativamente as duas condigoes, a opgao correta é
a (C).

Caderno 2

8.1. Como ) ) (1) )

T+ Yy — T —(— Yy —

= ANz=3¢< =
2 -1 2 -1

entdo podemos concluir que A(—1,2,3) é um ponto de r e que ¥ = (2,—1,0) é um dos seus
vetores diretores.
Nesta fase, como as opgoes (A) e (D) apresentam 7 como vetor diretor entao estamos inclinados
para estas opgoes.
Relativamente a opgao (A), averiguemos se (3,0,3) é ponto de r.

Substituindo as suas coordenadas na equacao da reta r dada temos

Nz=3

3+1 0-2
%:—1/\3:3@2:2/\3:3.

Podemos concluir que a opgao correta é a (A).

8.9 in(1) + 1 T n 2 s
2. S S|l——=]==+—=—.
arcsin arcco 5 5 3 5

A opgao correta é a (A).

9. Vamos comecar por simplificar w.

2v/3 — V/3°
1+2

(2v/3 — V/3i) (1 — 2i)
(1+2i) (1 — 2)

w=1+
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93 — d/3i — \/3i — 2
1+\/g ﬁgﬁ1¢lﬂﬂ®

Vamos agora escrever w na forma trigonométrica.
Como |1 — V3i| =143 =2 e Arg(w) = —% entdo w = 2e775.

Por outro lado, sabemos que os argumentos das raizes quartas de um complexo estao em pro-

~ . L. ~ . . , (= ;™
gressao aritmética de razao Z. Consequentemente, a raiz quarta pretendida é 2e i(5) x ez =

5
2@2(%7%) = 262%.

10.1. Comecemos por ilustrar a experiéncia numa tabela.

x |0|112]3
0 |@g]0]|0]O
1 o f|2]3
2 |0|2]4]|6
3 10369
Podemos observar que P(X =0) = % = % e concluir que a opgao correta é a (D).

10.2. lim (”TH“)n = lim (1 + %)n = e
Substituindo eF na equacio dada temos

e

k
m<i>:3@hwk1:3@k—1:3@k:4

A opcao correta € a (D).

lnb_4

11. Comecemos por notar que Inb =4Ina < > =

1 1
a® > bz & Ina® > Inb=

1
S zrlna> —1Inbd
T

. -
Para estudar o sinal da expressao *— 4 vamos recorrer a uma tabela onde se estuda separadamente

o sinal do seu numerador e denominador. Para isso, notemos que

2 —4=01=-2Vr=2

v —00 —2 0 2 +00
2
z? —4 + 0 — — 0 + n '\
x - - - 0 + + + Bers)
z 4 — 0 + |ND| - 0 +

Podemos concluir que

12.1.
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<¢<&x_1:OAx<O>V (——L——:OAO<x<W>
4x 2 — sin(2x) - -
& (621—1:0/\56750/\£C<0) V x €D
Se=1Az#0Az<0
Sr=0ANx#0Ax <0
S red.

Podemos concluir que a fung¢ao ¢ nao tem zeros e que a opgao correta é a (A).

12.2.
e —1(g)1 . e —1

lim = — lim

z—0- 4dx 2 2—0—- 2z

1 .. e¥—-1 1

= — lim ==-x1==
2y—0- Yy 2
1 1

lim — = — = ¢(0).

o0t 2 — sin(2zx) 2 9(0)
Como

lim g(z) = lim g(x) = g(0)

z—0~ z—0t
entao g é continua em x = 0.
12.3.

—1 x (—2cos(2z)) _ 2 cos(2x)
(2 - sin(291¢))2 (2 - sin(2x))2.

g'(z) =

g(x) =0 e 2cos(2z) = 0 A (2 —sin(2z))* # 0
@236:%—1—/%, k € Z A sin(2x) # 2

T km
Sr=—+— kecZ.
TEgt g RE

Para encontrar as solugoes desta equagao no conjunto ]0, 7] vamos atribuir valores a k:

T T
.k :>x 4 2 4¢]07ﬂ-]7
o k:0:>x:%€]0,7r],
k=loa=21T -3 104
o = €r = — = T
4 2 4 Ty
T 27 5

Podemos concluir que
3
Jd@)=0Az€]0,n[& € E, Ty
4’ 4
Na tabela seguinte é apresentado o estudo do sinal de ¢’ e da monotonia de g em 0, 7].
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T 0 T %’ T
J'(x) + 0 — 0 +
g / M N\ m s
Logo, g é crescente em ]0 E] e em [3—” 7'('] e decrescente em [E 3—”] Temos também que (E) =
g0, g ) 4 1 404 |° que gly) =

1

b
—1_ —_ 1 _ 14 Axci : 3ry\ _ I PR
e 1= leg(m) = Ssm(@m) — 2 S40 maximos relativos e g( 7 ) = 5 emE 3 é minimo
relativo.
13.

Podemos concluir que a reta de equacao z = 7w é assintota do grafico de f e que a opgao correta
¢ a (B).

14. De acordo com o enunciado temos

Pla, h(a)) = <a, m_a> . Q(a, h(2a)) = <2a, ln(2a)> .

a 2a

O declive da reta PQ é

) _Ina  y9,) — 9]
mpg = 2 _ n(2a) na

2a — a 2a?
. In(2a)—21
Seja f(a) = W
Para o triAngulo da figura ser isosceles, o declive da reta P(Q) tem que ser igual a 1, ou seja
fla) =1.
Como

In1—2In 2
f(%) :%:2ln4>21ne:2>1;
2
f(l) _ ln2—221n1 — thQ < 111262 -1
entdao f(1) <1< f (%) Como f é continua em [%, 1], por ser a diferenca, divisdo e composi¢ao
de fungoes continuas, entdo o Teorema de Bolzano garante que a equagdo f(a) = 1 tem pelo
menos uma, solucao no intervalo }%, 1 [
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Formuldrio

Geometria

Comprimento de um arco de circunferéncia:

ar (alpha — amplitude em radianos, do angulo ao centro ; r — raio)
Area de um poligono regular: Semiperimetro x Apétema

Area de um sector circular:

[¥]

% (alpha — amplitude em radianos, do angulo ao centro ; r — raio)

Area lateral de um cone: 7rg 7 — raio da base; g — geratriz)

Area de uma superficie esférica: 47r? (r — raio)

x Areadabase x Altura

W=

Volume de uma piramide:

Volume de um cone: = x Areadabase x Altura

Wl =

4
Volume de uma esfera: gm"s (r — raio)

Progressoes
Soma dos n primeiros termos de uma progressao (un):

~ P U1 + Un
Progressao aritmética: T — Xn

1—r"
1—r

Progressao geométrica: u; X

Trigonometria

sin(a 4+ b) = sinacosb + sinbcosa
cos(a + b) = cosacosb —sinasinb

sinA __ sinB __ sinC

a b - c
a® =b% 4% —2bccos A

Complexos

(pcis®)™ = p"cis(nd) ou (pe'’)" = pre™?

+2km

Ypcisd = y/pcis (M) ou y/pei? = {l/f)eie n (ke{0,...,n—1}
n
en €N)

Probabilidades

p=p1Z1+...+PnTn

o= /o= @)+ pa (0 — p)?

Se X & N(u,0) entéo:

Plp—o <X <pu+o0)~0.6827
P(p—20 < X < p+20) ~ 0.9545
P(u—30 < X < pu+30) ~ 0.9973

Regras de derivagao

<E>’_uv—uv
= 2
17}L/_ n—1,71
(™)' =nu"""u (n €R)
(sinu)’ = u' cosu
(cosu) = —u'sinu
!
u
t I =
5
e") =de
(a*) = u'a/“ Ina (e € RT\ {1})
Inu) = —
tmay =%
log, u)' = —= R*\ {1
(log, ) = —— (a e R\ {1})

Limites notaveis

1 n
lim (1 + —) =e
n

sin x

=1
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