Proposta de resolu¢cao
Caderno 1

1.1. Comecemos por notar a existéncia de independéncia entre as dez experiéncias de langamento
do dado. Deste modo, como a probabilidade de obter o niimero 3 é igual a %, a variavel aleatoria

X: “n.° de vezes que se obtém o ntimero 3 em 10 langamentos do dado tetraédrico"

é tal que X ~ B (10, i) (distribuicao Binomial com dez experiéncias e probabilidade de sucesso
igual a ). Logo, P(X = 6) = 10C; x (i)6 X (%)4 ~ 0.016.
A opcao correta é a (B).

1.2. Uma vez que f é diferenciavel em [0, 2] entao, pelo teorema da derivabilidade e continuidade,
também é continua em [0,2]. Assim, pelo Teorema de Lagrange

3e €]0,2[: f'(c) = %{Jj(o).
Como f(0) =1 entao
Jec €]0,2[: f'(c) = %

Por outro lado, como 0 < f'(z) < 9 entdo

0< flle)<9&<0<

A opcao correta é a (B).

2.1. Podemos observar na figura seguinte que

PQR = 120°.

Pela defini¢do de produto escalar temos

QP - QR = [|QP| x [|QR]| x cos (120°)

1
=4x4 —= ] =-=8.
. ( 2)

2.2. Vamos comecar por determinar as coordenadas do ponto P, ponto de intersecao da reta PS
com o plano PQR.

Para isso, comecemos por notar que, como 7 = (2,3,—1) é um vetor normal ao plano PQR,
entdo (z,y,2) = (14,5,0) + k(2,3,—1), k € R é uma equagao vetorial da reta PS.

Temos portanto:



10

20 +3y—2—15=0

(x,y,2) = (14,5,0) + k(2,3,—1)
( 2(14 + 2k) +3(5 + 3k) — (—k) —15=0

(m,y,z) = (14 + 2k75 + 3k7 _k)
k=-2

(x,y,2) = (14 + 2k, 5 + 3k, —k)

(___

(x,y,2) = (10,—1,2).
Podemos concluir que P (10,—1,2).

=4

PS = /(10— 14 + (=1 - 5 + (2 - 0)°
_ V56,

Deste modo, a éarea lateral (6 faces laterais) arredondada as décimas é

6 x PQ x PS =6 x4 x 56~ 179.6.

2.3. Como os vértices sao escolhidos ao acaso, podemos utilizar a Lei de Laplace para resolver o
problema.

Os casos possiveis sio 5Cy x 6Cy uma vez que para cada uma das 5Cy possiveis escolhas de dois
vértices de uma das faces podemos escolher dois vértices da outra face de $Cy modos.

Os casos favoraveis sdo 6 uma vez que ha seis faces laterais.

6
Pela Lei de Laplace, a probabilidade pedida é 500 < 6, ~ 0.03.
2 2

3.1. Comecemos por ilustrar a situagdo com um esquema.

x2

//\x
Ey Ey E3 Ey I Iy I3 Iy I5 I Iz I3
4 3 2 1 8 7 6 5 3 2 1

Note que no esquema F; designa o estudante de Espanhol ¢ para i = 1,2,3,4 e I; designa o
estudante de Inglés j para j =1,...,8.
Podemos concluir pelo Principio fundamental da contagem que ha 4! x 8! x 2 = 1935360 maneiras
de fazer o pretendido.
A opcao correta € a (D).

3.2. Consideremos a experiéncia aleatéria de escolha de um aluno da escola ao acaso e os acon-
tecimentos:

FE: “estudar Espanhol”;

I: “estudar Inglés”.

De acordo com os dados temos:

P(E)=P(I); P(EUI)=4P(ENI).

Deste modo, a probabilidade pedida é:

PU|E) =
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Notemos agora que, como a escola nao se dedica s6 ao ensino do Espanhol e do Inglés, P(F) =
P(I) nao implica necessariamente que P(E) = 0.5 A P(I) = 0.5.

P(EUI)=4P(ENI)
& P(E)+P(I)— P(ENI)=4P(ENI)
& 2P(E) =5P(ENT)

@P@mnzgmm.

Consequentemente,

PU|E) =

e podemos concluir que a probabilidade pedida é 40%.

4. Os dados do enunciado indicam que R=Xe L = %
Substituindo na equagao dada e simplificando obtemos:

L=I(1-R)°e™®

@ézfu—Aff”

1
e - =1-XN%e3N
2
)6 e~ 3

Introduzindo na calculadora grafica as funcoes y = % ey=(1-x e recorrendo as suas

potencialidades obtemos os graficos seguintes e o seu ponto de intersecao.

Logo, R = A =~ 0.075.

5. Notemos que, como
|cosx 4 isinz| = Vcos?z +sin®x = 1,

entao

(cosx 4 isin x)lo = (em)lo

= 0% — cos(10z) 4 i sin(10z).
Logo,
1 . 1
Im(z) = 3 Re(z) < sin(10z) = 3 cos(10x)
1
< tan(10x) = 3 A cos(10x) # 0.

Logo, como x € ]0, 15 [, 10z = tan~! (%) < x =~ 0.03.
A opcao correta é a (B).
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6. Como a, a+ 6 e a + 18 sdo trés termos consecutivos de uma progressao geométrica entao

a+6_a—|—18<:>(a+6)2—(a+18)a_0
a  a+6 a(a + 6) N
& —6a=-36ANa(a+6)#0< a=6.

Logo a razao da progressao geométrica é % = 2.

Por outro lado,

7
> =381 & ay = 3.

S7 =381 < ay x 1

Temos portanto que o primeiro termo é 3.

7. Uma vez que a regiao consiste na parte de um circulo centrado na origem de raio 2, os seus
pontos (x,y) terao que satisfazer a condi¢ao

(-0 +(y-02<2ea?+y? <4

Como se encontra a esquerda ou na reta de equagdo z = —1 ou a direita ou na reta de equagao
x = 1 entao terd também que se verificar a condigao

r<—-1Vz>1&|z| > 1.

Podemos concluir que, como se verificam cumulativamente as duas condigoes, a opgao correta é
a (C).

Caderno 2

8.1. Como ) ) (1) )

T+ Yy — T —(— Yy —

= Nz=3& =
2 -1 2 -1

entdao podemos concluir que A(—1,2,3) é um ponto de r e que ¥ = (2,—1,0) é um dos seus
vetores diretores.
Nesta fase, como as opcoes (A) e (D) apresentam 7 como vetor diretor entao estamos inclinados
para estas opgoes.
Relativamente & opgao (A), averiguemos se (3,0,3) é ponto de r.

Substituindo as suas coordenadas na equacao da reta r dada temos

Nz=3

341 0-2
%:—1/\3:3@2:2/\3:3.

Podemos concluir que a opgao correta é a (A).

8.2 in(1) + 1 T n 2 s
2. S S|l——=]==+—=—.
arcsin arcco 5 5 3 5

A opgao correta € a (A).

9. Vamos comecar por simplificar w.

2v/3 — V/3°
1+ 2

(2v/3 — V/3i) (1 — 2i)
(1+2i) (1 — 2)

w=1+
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23 — 4v/3i — V3i — 2V/3
1_|_\/_ \/_25\/_1 \/_:1_\/51'.
Vamos agora escrever w na forma trigonométrica. -
Como |1 —V/3i| = VI +3 =2 e Arg(w) = —F entio w = 2¢ 5.

Por outro lado, sabemos que os argumentos das raizes quartas de um complexo estao em pro-

~ . . ~ . . , (= ;T
gressao aritmética de razao Z. Consequentemente, a raiz quarta pretendida é 2e i(3) x ez =

5
2@2(37%) = 262%.

10.1. Comecemos por ilustrar a experiéncia numa tabela.

DWW Ol Ww

Wi~ O X
[eo) Nanl Nanll R oSY Han)
WIN =D~
DD DN DN

Podemos observar que P(X =0) = % = % e concluir que a opgao correta é a (D).

10.2. lim (”T*k)n = lim (1 + %)n = ek
Substituindo e na equacéo dada temos

k
m<i>:3@hwk1:3@k—1:3@k:4
(&

A opcao correta € a (D).

Inb

11. Comecemos por notar que Inb = 4Ina & 7 = 4.

& Ina® > Inbr

1
S zrlna> —1Inbd
T

2

Para estudar o sinal da expressao £=2 vamos recorrer a uma tabela onde se estuda separadamente
X

o sinal do seu numerador e denominador. Para isso, notemos que

2 —4=01=-2Vr=2

r -0 -2 0 2 +00
2 —4 + 0 - - 0 + R N
T - - - 0 + + + e
—— - 0| + |[ND| -~ 0 +

Podemos concluir que

12.1.
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e —1 1
< =0ANz<0) V |z—F—==0A0<z<m
4x 2 — sin(2x)

& (62:’3—1:0/\:5;&0/\x<0) V x €D
Se®=1Nz#0Az<0
Sr=0ANc#0Ax<0

Sred.

Podemos concluir que a fungao ¢ ndo tem zeros e que a opgao correta é a (A).

12.2.
e —1(g)1 . e —1
lim = — lim
z—0—- 4dx 2 2—0—- 2z
1 .. e¥—-1 1 1
= — lim ==-X1==.
2y—0- y 2 2
1 1
lim ———— = — = ¢(0).
a0t 2 — sin(2z) 2 9(0)
Como

lim g(z) = lim g(x) = g(0)

z—0~ z—0t

entao g é continua em x = 0.

12.3.

) — —1 x (—2cos(2z)) _ 2 cos(2x)
9() (2 — sin(2z))? (2 —sin(2z))*’

g (x) =0 2cos(2z) = 0 A (2 —sin(2z))* # 0
@Qx:g—i—/mr, k€ Z Nsin(2x) # 2

T km
Sr=—+— kecZ.
T=gt g RE

Para encontrar as solugdes desta equagao no conjunto |0, 7] vamos atribuir valores a k:

T T
.k :>x 4 2 4¢]07ﬂ-]7
ok:O:m:ZG]O,W],
k=1= 4z 37T€]07T]
[ ] = = — [ —
TR Ty Ty 2T
T 27 5

Podemos concluir que
3
Jd(@)=0Az€)0,n[&z € {%, Zﬂ} .

Na tabela seguinte é apresentado o estudo do sinal de ¢’ e da monotonia de g em 0, 7].
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T 0 T ff T
g'(x) + 0 — 0 +
g W M N m s
Logo, g é crescente em]O E] e em [3—” 7T] e decrescente em [E 3—”] Temos também que (3) =
gl,g 1 T4 4 47404 1 ql I\
1 _ S Rt .. . 37\ _ I NP
e 1= leg(nm) = T=sm@r) — 3 SA0 MAXimos relativos e ¢ ( 1 ) BEETE é minimo
relativo.
13.
T T
lim = — =400

Podemos concluir que a reta de equacao z = 7 é assintota do grafico de f e que a opgao correta
¢ a (B).

14. De acordo com o enunciado temos

Pla, h(a)) = <aln—a> . Q(a, h(2a)) = <2a, ln;z“)> .

a

O declive da reta PQ é

—lnéia) - tha ~ In(2a) —2Ina

meq = 20 —a 2a?

Seja f(a) _ 1n(2a)f2lna_

2a2
Para o tridngulo da figura ser isosceles, o declive da reta P(Q) tem que ser igual a 1, ou seja

f(a) =1.

Como
1 In1-2Inl
f(§) = —7—2=2In4>2he=2>1;
2

f(l) — ln2—221n1 — thQ < 111262 -1

entdo f(1) <1< f (%) Como f é continua em [%, 1], por ser a diferenca, divisdo e composi¢ao
de fungdes continuas, entdo o Teorema de Bolzano garante que a equagdo f(a) = 1 tem pelo
menos uma solucao no intervalo }%, 1 [
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Formuldrio

Geometria

Comprimento de um arco de circunferéncia:

ar (alpha — amplitude em radianos, do angulo ao centro ; r — raio)
Area de um poligono regular: Semiperimetro x Apétema

Area de um sector circular:

[¥]

% (alpha — amplitude em radianos, do angulo ao centro ; r — raio)

Area lateral de um cone: 7rg r — raio da base; g — geratriz)

Area de uma superficie esférica: 47r? (r — raio)

x Areadabase x Altura

W=

Volume de uma piramide:

Volume de um cone: = x Areadabase x Altura

Wl =

4
Volume de uma esfera: gm"s (r — raio)

Progressoes
Soma dos n primeiros termos de uma progressao (un):

~ P U1 + Un
Progressao aritmética: T — X n

1—r"

1—r

Progressao geométrica: u; X

Trigonometria

sin(a 4+ b) = sinacosb + sinbcosa
cos(a + b) = cosacosb —sinasinb
sinA __ sinB __ sinC

a

- b - c
a® =b% 4% —2bccos A

Complexos

(pcis®)™ = p™cis(nd) ou (pe'’)” = pre?

+2km

Ypcisd = /pcis (w) ou /pei? = {l/f)eie n (ke{0,...,n—1}
n
en €N)

Probabilidades

p=p1Z1+...+Pnn

o = \/p1 (@1 — 0)* + ... po (0 — )

Se X & N(u,0) entéo:
Plp—o< X <p+o)~0.6827
P(p—20 < X < p+20) ~ 0.9545
P(i—30 < X < ju+30) ~ 0.9973

Regras de derivagao

(u+v) =u +0
(wv) = v'v + w’

<E)’ v —w
=—
17}L I _ n—vl ’
(u™) =nu"""u (n €R)
(sinu) = u' cosu
(cosu) = —u'sinu
’

u
t "=
E ar)l/u) cos?u
e) =
(
(

Limites notaveis

1 n
lim (1 + —) =e
n

sin x

=1
x—0 X
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