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Capitulo 16. Exames nacionais de Matemdtica A

Proposta de resolucdo

GRUPO 1

P(ANB)

1. Note-se que P(A|B) = P(B)

Como
P(ANB) =06« P(AUB) =0.6
<1-P(AUB)=06< P(AUB)=04
< P(A)+ P(B)— P(ANB)=04
©02+03-P(ANB)=04< P(ANB)=0.1

entao 01 1
P(A|B) = — = =.
(AB) 03 3

A opgao correta é a (A).

2. Consideremos a variavel aleatoria X : “ntmero de
cestos concretizados em 5 langamentos”.

Como a probabilidade de encestar num lancamento é
0.4 e os lancamentos sdo independentes entao X ~
B(5,0.4) (X segue uma distribui¢do Binomial com pa-
rametros 5, que representa o nimero de experiéncias, e
0.4) e temos

P(X =) =°C, x 04" x 0.6°""

para z € {0,1,2,3,4,5}.
Logo,

P(X =4) =°Cy x 0.4* x 0.6°~" = 0.0768
e podemos concluir que a opgao correta é a (C).
3. Como pelas propriedades dos logaritmos temos
log,, (ab3) =5« log,a+log, b* =5
©1+3logab:5<:)logab:§
log, b 4 1 4
3

log,a 3 log, a

< lo a—§
gb 74

entdo a opgao correta é a (B).
x

L. . 5 e
4. Com base no limite notavel lim — = +oo temos
r—4o0 T
n

. e
lim — = +o0.
n

Logo,

1 1
lim (un) :limein :limz = —o°t

n

e temos

lim f (un) = lim lnz = —co.
z—0
A opgao correta é a (A).

5. Comecemos por notar que P(cos «, sin ),
Q(cos(aw + m),sin(a + 7)) = (—cosa,—sina) e
R(0, —sin ).

™ - .
Como « 6}07§[entao cosa > 0 esina > 0 e temos

—(—cosa) X (sina — (—sina)
2

Apqr) =

_ 2sinacosa  sin(2a)
o 2 o 2

e podemos concluir que a opgao correta é a (D).

COs &

6. Os afixos das raizes indice 6 sdo os vértices de um
hexagono centrado no plano de Argand.

Como |3+4i| = /324 42 = /25 = 5 entdo o hexagono
apresenta o aspeto da figura ao lado.

Como um hexégono é constituido por 6 triangulos equi-
lateros, estamos perante um hexagono com 5 unidades
de lado.

Consequentemente o seu perimetro é 5 x 6 = 30 e a
opgao correta é a (C).

Tm

7. A figura em baixo ilustra a situacao.

Temos portanto uma circunferéncia de centro (2,3) e
raio 2 definida pela equagdo (x — 2) + (y — 3)* = 4.
A opgao correta é a (C).

Y

Ut

[y
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8. Numa progressao geométrica (un) de razdo r temos

é temos un = ur X r"F.
Logo,
_ 8192
ugZU4X7‘8 4<:>r4:¥<:>r::t4256<:)r::t4

e podemos concluir que
Un = ug X 4771 =32 x 4771

e que us = 32 x 4574 =128,
A opgéo correta é a (B).

GRUPO II

1.1 Neste contexto, P(B|A) representa a probabilidade
de o produto dos niimeros das fichas retiradas ser impar
sabendo que a soma dos ntmeros das fichas é impar.
A Lei de Laplace garante qua a probabilidade de um
acontecimento é igual ao quociente entre o ntimero de
casos favoraveis ao acontecimento e o numero de ca-
sos possiveis quando os resultados das experiencias sao
finitos e ha equiprobabilidade de acontecimentos singu-
lares.

Como qualquer par de fichas tem a mesma probabili-
dade de ser extraida, podemos utilizar a Lei de Laplace.
Como sabemos que a soma dos numeros das fi-
chas é 10, o conjunto dos casos possiveis é Q =
{(1,9),(2,8),(3,7),(4,6)}.

O conjunto dos casos favoraveis a o produto dos ntme-
ros das fichas retiradas ser impar ¢ {(1,9), (3,7)}, uma
vez que 1 X9 =9 e 3 x7 = 21. Note-se que no par

(u,v) temos u X v par quando u ou v sdo pares.

Por conseguinte, P(B|A) = % = %

1.2 As fichas com numeros pares sao a 2, 4, 6 e 8.
A figura em baixo ilustra uma possibilidade em que es-
tas 4 fichas ocupam a segunda fila horizontal.

1 2 3
A
B{4]2|6]38
Cl9 5
D 1

Note-se que sendo as fichas todas distintas, a sua ordem
de colocagao interessa. Por outro lado, depois de colo-
car as fichas com ntmero par numa das quatro linhas
(A, B, C e D), as cinco fichas impares podem ocupar
qualquer uma das 16 — 4 = 12 posigdes do tabuleiro.
Temos portanto:

4! x 12 A5 x 4 = 9123840 modos de colocar as fichas.

Ha 4 filas horizontais.

Ha '2As possibilidades de colo-
car as b fichas impares nos 12
lugares disponiveis

Ha 4! possibilidades de colocar
as 4 fichas pares numa fila

2. Comecemos por escrever —1+ 7 na forma trigonomé-
trica rcisa onde:

o r= |-l = IR = VR,

° tga= %1 = —1; Como o afixo de —1+1 pertence
ao 2.° quadrante entdo o = - + 7 = %ﬂ'.
Deste modo temos —1 + 7 = ﬂcis (%ﬂ').
Vamos agora escrever z na forma trigonométrica:
2cis (27 2
V2 (4 )—icis (§7r729).

-1+

z = = - =
(pcisO)? ~ pPcis (20) 4P

4

Por outro lado, como | — \/§z| =/2 e 0 afixo de —/2i
pertence a parte negativa do eixo imaginirio temos
—V2i = +/2cis (—g)
dois complexos na forma trigonométrica:

zzw@%zﬂ/\%ﬂ'—%:—g—&—ﬂcmkez

0
= p=1A0= %71’ — kn,k € Z. Vamos agora atribuir

valores inteiros a k na expressao 0 = gw — km de modo
a obter o valor do intervalo |0, 7[:

e k=-1=0=3nr+r=87r¢0,n;
e k=0=0=3r€]0,n[;

. k:1:>0:g7rf7r:fg7r¢]0,7r[.

Vamos finalmente igualar os

Podemos concluir que 6 = %ﬂ' ep=1.

3.1 Um vetor normal do plano o é 7 = (3,2,4).
Consequentemente, 77 é um vetor diretor de qualquer
reta perpendicular ao plano a.

Uma equagao vetorial da reta pretendida é portanto

(,9,2) = (2,1,4) + k(3,2,4),k € R.

3.2 Como 55 =D — 0 = (4,2,2), uma equagdo veto-
rial da reta OD é

(2,9,2) = (0,0,0) + k(4,2,2),k € R.

Vamos agora resolver o sistema seguinte para obter o
ponto de interse¢ao da reta OD com o plano a:

(x7 y7 Z) = (07 07 0) +k(47 27 2)

3r+2y+4z—-12=0

3x4dk+2x2k+4x2k—12=0

(x,y,2) =(2,1,1)
<:>{ 54

(2,9, 2) = (4k, 2k, 2k) !
k==
2

24k =12



362

Capitulo 16. Exames nacionais de Matemdtica A

Podemos concluir que o ponto de intersecao da reta
OD com o plano o é (2,1,1).

3.3 Como A(a,0,0) e B(0,b,0) paraa > 0eb > 0 entao
temos:
e 30+2xXx0+4x0-12=0&a=4;
e 3x0+204+4x0—-12=0<b=6.
Logo A(4,0,0) e B(0,6,0).
Seja P(0,0,c) com ¢ € R\ {0}.
Como PA= A — P = (4,0,0) — (0,0,¢) = (4,0, —c)
e PB=B— P =(0,6,0) — (0,0,¢) = (0,6, —c) entdo

PA-PB=4x0+0x6—cx(—c)=c

Como ¢ € R\ {0} entdo ¢ > 0.

Como o produto escalar é positivo entdo o dngulo APB
é agudo.

4.1 Como o dominio de f é ] —g7 +oo[ entdo s6 temos

que estudar a existéncia de assintota obliqua quando
T — +00.

o lim 1) _ y, z-Ine
x—r+o00o X T—r+00 X
= lim (2-kz)=1-0=1;
xr—+00
. zEToo (flz) —z) = zEToo (—Inz) = —o0.

Como lim (f(x)— x) ndo é um namero real podemos
xr—+4o0

concluir que o gréafico de f ndo admite assintotas obli-
quas.

4.2 Comecemos por determinar f'(x) no intervalo
T

,_70[:

=3

;[ 24sinz\’  coszcosz — (24 sinz)(—sinz)
fi(z) = =

coszx cos? ¢
cos? ¢ 4 2sinx + sin? x 1+ 2sinz
cos? x cos?

fl(x) =0 1+2sine =0Acos?z #0

1
& sin:v:fE/\cos:vyéO
7
& (a::—%+2k7rVa::%+2k7r)/\m7ég-{—kw,kel.

Notemos que a restrigao z # 5 + k7 nao condiciona as
solugoes no intervalo ] fg, 0[ pois
cosx > OVz € ]fg,O[ = cos’z > OVz € ]7%,0[.

Para determinar as soluges da equagao pertencen-
. ™ o s
tes ao intervalo ] =t 0[ vamos atribuir valores inteiros

de k em cada uma das familias de solugées.

Para x = —% + 2k7 temos
m 13 T
e para emos T 6 T 671' 5
° pauraukzOtemosacz—E G]—E,O[7
6 2
s 11
° parakzltemosx:76+27r:E7r>O,

jus

Podemos concluir que —%

lia em ]—270[.

Para %r + 2km temos

é a Unica solugao desta fami-

T 5 s
e para emos T 5 T 5 %)

° parak:Otemosx:%r>0;

Podemos concluir que esta familia de solu¢oes nao tem
nenhuma solugao em ] —g, 0].
Na tabela seguinte é apresentado o estudo do sinal de

f' e da monotonia de f em ]fg,(){.

T -3 =k 0
14 2sinz — 0 +
cos” x + + +
f(z) - 0 +
f 0 AW min S0

. ’ T w
Podemos concluir que f é decrescente em ]75, f—] e
7T
crescente em —E,O .
. . ™
f tem um minimo relativo em z = ——

G
1

4.3 Como para z > 0 temos f'(x) =1 — =, a reta tan-
z

1
gente ao grafico de f no ponto de abcissa 5 tem declive

[

igual a f'(2)=1— 5+ =—1.

2

Consequentemente a reta tangente é da forma y =

—x + b para b € R.

Uma vez que o ponto de tangéncia é (2, f(2)) =
11 1 11

(57 3~ In 5) = (57 3 +In 2)7 substituindo na equa-

gao anterior vem

1 1
§+ln2:f§+b<:>b:1+ln2.

Podemos concluir que a equagao reduzida da reta tan-
gente ¢ y=—x+1+1n2.

Na figura seguinte estao representados parte do gra-
fico de f, areta de equacdo y = —x+1+1In2 e os pontos
Ae B.

|

—0.17 [0 1 T

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
Il
T 1.19
2

Podemos concluir que as abcissas de A e B sdo respeti-
vamente r4 ~ —1.19 e

B~ —0.17.
5.1 A incognita do problema é o n, p = 24 e z = 0.003.
600 x 0.003 (1) —0.003n 1.8
4= 1 _ ¢—nx0.003 1—e Yl

N e—OAOOSn =0.925 < —0.003n = 1n0.925
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_ 0925
= —o003 7"

~ 26.

(1) Como n > 0 entdao 1 — e ™*0003 L 0,
Podemos concluir que o José vai pagar o empréstimo
em 26 meses.

5.2
0
tim —00%2_ ) _ 500 1
z—0 1 — e N z—0 e~ — ]
= — 600 lim
=0 e " — 1
— . x(n)
1
© 600 x - = 90
—n n
o . e’ —1
(2) Limite notéavel: lim =1

z—0 x

Uma vez que o valor do empréstimo é 600 euros e n o
numero de meses em que o empréstimo serd pago, po-

demos concluir que quando a taxa de juro mensal tende

600
para 0 o valor da prestacdo mensal é igual a —. Cor-

. . 600
responde pagar os 600 euros em n parcelas iguais a —.
n

6. Como g(z) =z +1 < g(z) —z — 1 =0 vamos consi-
derar a func@o h definida por h(z) = g(z) —z — 1.
Neste caso, como g(z) —x — 1 = 0 < h(z) = 0, basta-
nos provar que a equagao h(z) = 0 tem pelo menos uma
solugdo em |a, g(a)[ Notemos agora que

e h(a) = g(a) —a—1>0pois gla) >a+1&
gla) —a—1>0;

* h(g(a)) =g(g(a)) —g(a) =1 =a—g(a) =1 <0
pois g(a) >a+1e —g(a) < —a—1< (a—1)—
gla)<(a—1)—a—1<a—gla)—1<-2<0.

Como h é a diferenga de fungdes continuas em R entao
é continua em R. Consequentemente h é continua em
[a,g(a)]. Como h(a) x h(g(a)) < 0 o Corolario do Teo-
rema de Bolzano garante que a equagao h(z) = 0 tem
pelo menos uma solugao em |a, g(a)|.



