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Capitulo 16. Exames nacionais de Matemdtica A

Proposta de resolucdo

GRUPO 1

> P(X =2z) =1

zeSx

1. Sabemos que Deste modo

temos
a+2a+0,4=13a=0,6<a=0,2.

Por outro lado, da defini¢do de valor médio de uma
variavel aleatéria discreta vem que

E(X)=pux = Zm X P(X = x;)

=1xa+2x(2a)+3x0,4
=1%x0,242x0,4+3x%x0,4=22.

Podemos concluir que o valor médio de X é 2,2 e que
a opgao correta é a (B).

2. Pela defini¢ido de probabilidade condicionada temos

P(ANB)

PAIB) = —F s

Consideremos
Q=1{1,2,...,9}.

Entdo A = {1,2,3,4,5} e B = {2,4,6,8}. Consequen-
temente AN B = {2,4} e temos

P(A|B) =

@Iu>|©|t\>

Podemos concluir que o valor médio de X é 2,2 e que
a opgao correta é a (B).

3. A resolugdo do problema vai utilizar as propriedades
dos logaritmos.

log,, (a’b) = log, (a®) +log, (b)
_oylm® 1 _yys_ g
log,, (a) 3

Podemos concluir que a opgao correta é a (D).
4. Para f ser continua no ponto 0 tem que verificar

9%i_r)r%) f(z) = f(0). Como

lim f(z)= lim

z—0— z—0—

(2 + e“k) =2+ ¢" = f(0)

lim f(z) = lim Ztin(@+1)

z—01 z—0Tt x
— gim 2 g @D o
z—0t T z—01 T

entdo f é continua no ponto 0 se e s6 se

lim f(z)= lim f(z)= f(0)
r—0— z—0t

a2+ =3sc=1ak=0.

Podemos concluir que a opgao correta é a (A).

5. Como
fl(z)= (3sin2 x)/ =3 x2xsinz X cosx
=6sinz X cosx
entao
f"(z) = (6sinz x cosz)’
=6 (cosz cosz + sinx X (—sinz))
=6 (cos2 x — sin® z) = 6cos (2z) .
Podemos concluir que a opgao correta é a (C).

6. Como o triangulo [OAB] é equilatero entao
OA=0B=1e £AOB = 3. Deste modo

z = 1cis (fg) = cis <f§ + 27 = cis (%T)) .

Podemos concluir que a opgao correta é a (D).

7. A circunferéncia de equagdo x> + (y — 1)? = 2 tem
centro no ponto (0, 1) e raio v/2. A figura seguinte ilus-
tra a circunferéncia e a reta r, tangente a circunferéncia
no ponto A.

As coordenadas dos pontos de intersegao da circun-
feréncia com o eixo Ox podem ser através do sistema

seguinte
P ry-12=2 2+ (0-1)2=2
<~
y=20 y=20

“ {05

Podemos concluir que A(1,0).
A reta r é perpendicular & reta CA. Como Mca =

r=-1
y=0

r=1Vx=-1
y=20

va—ye — 0Zl — _1 entdio o declive da reta r é
T A—TC 1-0
m = —%1 = 1. Deste modo, a equagao reduzida da

reta r é da forma y = x + b para b € R. Substituindo
as coordenadas de A na equagdo vem

0=14+bb=-1

e podemos concluir que a equagao reduzida da reta é
y=x— 1.
Podemos concluir que a opgao correta é a (B).
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8. Como —1 < f% < 0, ¥n € N podemos concluir que

Uy = —% é o termo geral de uma sucessdo limitada.

Por outro lado, como

bt Iy_zntntl
T on+1 n)  n(n+1)
1

:m>O,VTLEN

Un+1 — Un

podemos concluir que {u,} é uma sucessdo monotona
crescente.
A opcgao correta é a (C).

GRUPO II

1. Comecemos por notar que como A=Tmez= {4/z__1
entao pretendemos encontrar as raizes quartas do ni-
mero complexo z7. Para tal, comecemos por escrever
z1 na forma trigonométrica.

Na Figura 16.1 esta representado o complexo —1+ ¢ no
plano de Argand.

Como o afixo de —1+1 pertence ao 2.° quadrante temos

1 1
0= tan 1:—&—71'

=tan"'(=1) 4+ 7= —g + = %ﬂ'

Como | —1+i|=+/(-1)2+12=v2e 0 = %ﬂ' entao
, . (3
—1+z:\/§c1s Zﬂ' .
Deste modo,

V2cis (%ﬂ') ) (3 7r) . <27r>
n=——p—— = =dsgm— g5 ) = ds (=

V2cis & 47 12

e z1 = ci _2_7r
1 = CIS 3 .

Im

Figura 16.1: Rgpresentacdo geométrica do complexo
-1+

L/

..... (1,tan (—%))

4

(l,tan g)

Figura 16.2: Representacao de tan (7%) na circunfe-
réncia trigonométrica

Pela formula de Moivre generalizada as raizes quartas
de z1 sao

—27 | 9k
zi = V/1cis (#) , ke€{0,1,2,3}.

Logo, substituindo em z; o k por 0, 1,2, 3 obtemos:

2 PN
® zy = Cis (7%) = cis (f—

. (—%”+27r> .
e z1=cis | —2—— ) =ci

(=]
——

1 S( );
s (F) =
® Zo — CIS f = CISs

Wik oot w3
3
~

3
~

Y 2% + 67
(] = —tS_ —
z3 = cis 0

O conjunto solucdo da equagdo z* = Z7 é portanto

S = {cis (~%) , cis (g) , cis (%) , cis <§w>}

Il

o

.

w0
RS

2.1. Como d(0) = 1+%sin(0+ %) = 1+% X% = % en-
tao pretende-se saber as solugdes da equagdo d(t) = %.
5 1 . T 5
d(t)—Z<:>1+§SIH(ﬂ't+E)71
& sin (7rt+z) _1 & sin (7rt+z) = sin ~
6/ 2 6/ 6
<:>7Tt+%:%+2k‘7r\/7rt+%:7rf%+2k7r,k‘ez

@t:kat:§+2k7keZ.

Vamos agora atribuir valores inteiros a k em cada uma
das duas familias de solugbes de modo a encontrar as
solucdes pertencentes ao intervalo [0, 3].

No caso de t = 2k,

e para k= —1 temos t = —2 ¢ [0, 3];

I

e para k=0 temos ¢t =0 € [0, 3]
e para k=1 temos t =2 € [0, 3];
e para k=2 temos t =4 ¢ [0, 3].

Podemos concluir que esta familia admite 0 e 2 como
solugdes no intervalo [0, 3] .
No caso de t = % + 2k,

e para k= —1temost=2—-2=—3¢10,3];
20,3
e parak=1temost=2+2=2€[0,3];

e parak=2temost =32 +4=21¢[0,3].
Podemos concluir que esta familia admite % e % como
solugdes no intervalo [0, 3].

Podemos concluir que os instantes, diferentes do
inicial, em que o ponto P passou pelo ponto A durante
os primeiros trés segundos do movimento foram % s,2s

8
e§8.

e para k=0 temos t =

2.2. Comecemos por notar que como f é a soma, 0
produto e a composicao de fungdes continuas entao é
continua em [0, +oo[. Consequentemente f é continua
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em [3,4]
Como T —00 0 In2 3
- 0 + + + 2N
1 . 1 et —2 - — — 0 + —Jn2
f(3):1+§sm(37r+%):1+§s1n(ﬂ'+%) (& —2) T 0 = 0 T
. 1 (AN 1 1
=1+ Dl W 1+ 92 x ) Note-se que o esbogo do grafico da fun¢do definida
por y = e” — 2 obteve-se deslocando o grafico de y = e”
1
=1- 1- 0.75 duas unidades para baixo.
e Podemos concluir que o conjunto solugao da condi-
1 - géo é S =] — 00,0[U]In2, 3].
f(4) :1+—sm(47‘r+—) :1+—sm(—)
2 6 2 6 3.3. Comecemos por recordar que, por defini¢do, a reta
=1+ 1 % 1 =1+ 1 - 5 —=1.95 tangente ao grafico de uma funcao num ponto zo € a
2 2 4 4

entdo f(3) < 1.1 < f(4) e podemos concluir pelo Teo-
rema de Bolzano que houve, pelo menos, um instante,
entre os trés segundos e os quatro segundos apos o ini-
cio da contagem do tempo, em que a distancia do ponto
P ao ponto O foi igual a 1,1 metros.

3.1. De acordo com a definigdo de assintota horizontal,

o grafico de f admite a reta de equagdo y = b como as-

sintota horizontal se lim f(z) =0 ou lim f(z)=
T—+00 T—r — 00

b.

Comecemos com o estudo da existéncia de assintotas

horizontais quando z — —oo.

lim (1+ ze”) et

Tr—r—0o0

lim f(z)=

&Tr—r— 00

Como obtivemos um simbolo de indeterminagao, vamos
efetuar a mudanga de varidvel y = —x & x = —y e uti-

lizar o limite notavel lim Z_Z = +o00 (p € R).
r—+4o00
w=14 lm Y11 1y
y—+oo eYy lim & +0o0
y—+oo Y

Podemos concluir que y = 1 é assintota horizontal do
grafico de f. Prosseguimos com o estudo da existéncia
de assintotas horizontais quando x — +oo.

(00:00)

lim f(z) = xgrfoo (In(z — 3) —Inz)

r—+o00o
= lim (lnxig) :ln< lim xig) =Inl=0.
z—+00 T zHtoo. T
Podemos concluir que y = 0 é assintota horizontal do
grafico de f.
Em suma, y = 0 e y = 1 séo as assintotas horizontais
do gréfico de f.

3.2. Em | — o0, 3] temos

f@)—2z>1e14+ze" -2z >1<2(e” —2) > 0.

Para resolver esta inequagdo vamos determinar os ze-
ros da equagao que lhe esta associada e estudar o sinal
da fungdo definida por y = x (e” — 2) através de uma
tabela de sinal.

(e =2)=0zr=0Ve " —2=0z=0Ve" =2
Sr=0Ver=In2
Na tabela seguinte é apresentado o estudo do sinal da

funcéo definida por
y=xz(e” —2).

reta que tem como declive f’ (zo) e contém o ponto
(zo, f (z0)), denominado por ponto de tangéncia.
Como para z > 3 temos f'(z) = (In(z —3) —lnz) =

1 1 t5
— — entao
r—3

e a equagao reduzida da reta tangente pretendida é da
forma y = %x + b onde b € R. Substituindo o ponto de
tangéncia é (4, f(4)) = (4,In1—1In4) = (4, — In4) nesta
equagao vem

vln4:%><4+b<:>b:fln4f3

e podemos concluir que a equagao reduzida da reta tan-
gente ao grafico da fungdo f no ponto de abcissa 4 é

y:%xflnélf&

4. Como f tem derivada finita em todos os pontos do
seu dominio entao f é continua em todos os pontos do
seu dominio. Como o Grafico A representa uma fungao
descontinua num ponto do seu dominio entao nao pode
ser o grafico de f.

O Grafico B nao pode ser o grafico de f porque,
como f"(0) < 0, para qualquer z €] — 00, 0], o grafico
de f tem em z €] — o0, 0] a concavidade voltada para
baixo. Note-se que o Grafico B tem neste intervalo a
concavidade voltada para cima.

Relativamente ao Grafico C, como representa uma
fungao decrescente e derivavel numa vizinhanca de 0 en-
tdo a sua funcao derivada é negativa nesta vizinhanga.
Como por hipétese f'(0) > 0 entdo o Gréfico C' ndo
pode ser o grafico de f.

5. Vamos resolver esta pergunta desenvolvendo a igual-
dade inicial até obter uma identidade verdadeira.

P (AuE) — 14 P(B) = P(A) x P (B|A)

P(BN A)
P(A)

©P(A)+1— P(B)— (P(A) — P(ANB)) — 1+ P(B) = P(BnN A)

©0=0.

@P(A)+P(§) 7P(Am§) — 14 P(B) = P(A) x

Podemos concluir que a igualdade esta provada.

6..1 O ponto V tem como coordenadas (1,1,c¢) onde
¢ € R uma vez que, como a piramide é regular, a pro-
jec@o de V no plano zOy é (1,1,0). Por outro lado,
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como V pertence ao plano PQV terda que verificar a
sua equagao geral:

6x1+c—12=0&c=6.
Podemos portanto concluir que V' (1,1, 6).

6.2. Como o plano é perpendicular & reta OR entdo
admite como vetor normal

F=O0R=R—0=(222)—(0,0,0) = (2,2,2).

Assim, a sua equagdo geral é da forma 2z+2y+2z+d =
0 onde d € R. Substituindo as coordenadas de P(2,0,0)
nesta equacao vem

2Xx242x04+2%x04+d=0&d=—-4

e podemos concluir que a equagao geral do plano pedido
é2r+2y+22—4=0.

6.3. Como o plano QRS é perpendicular a Oy tem
de equacao y = 2. Consequentemente A(a,2,c) para
a,c € R. A hipotese de a cota de A ser igual ao cubo
da abcissa traduz-se na igualdade ¢ = a®. Nesta fase ja
sabemos que A(a,2,a®) para a € R.

>4 3
Como OA = A -0 = (a,2,a)e7@ =Q-T =
(2,2,0) — (0,0,2) = (2,2,—2) entdo os vetores OA e
T(Q sao perpendiculares se e s6 se

OATO =0 & (a,2,d%)-(2,2,~2) = 0 & 2a+4—24% = 0.

A figura seguinte apresenta parte do grafico de y =
2a+ 4 — 2a® obtido numa calculadora grafica conjunta-
mente com o seu zero no intervalo [—4, 4].

Podemos concluir que a abcissa de A arredondada as
centésimas é 1.52.

6.4. Uma vez que a coloragdo das 9 faces é feita ao
acaso qualquer face tem igual probabilidade de ficar
com cada uma das 7 cores e podemos usar a Lei de
Laplace para calcular a probabilidade pretendida. Os
casos possiveis sdo " Aj correspondentes ao nimero de
maneiras de pintar as 9 faces de qualquer uma das 7
cores disponiveis.

Os casos favoraveis sao *Cy x5 Ca x 5. *Cy corresponde

ao numero de escolhas de duas faces triangulares, para
colorir de branco, entre as quatro disponiveis. Para
cada uma destas escolhas podemos escolher duas faces
quadrangulares entre as cinco disponiveis de *Cy mo-
dos. Para cada uma destas escolhas podemos colorir as
restantes cinco faces com as cinco cores sobrantes de 5!
maneiras.

Pela Lei de Laplace, a probabilidade é portanto

0y xP Oy x 5

P = =~ 0. 2.
AL 0.000



