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Proposta de resolu¢cao

GRUPO 1

1. Comecemos por ilustrar a situagdo com um esquema.

H1 M1 M2 M3 M4 H2
2 4 3 2 1 1

Note que no esquema H; designa o homem i para
1 =1,2 e M; designa a mulher j para j =1,2,3.
Podemos concluir pelo Principio fundamental da conta-
gem que ha 2 x4 x3x2x1x1=2!x4! =48 maneiras
de fazer o pretendido.
A opcgao correta é a (C).

2. P(AuUB)=P(ANB)=1-P(ANB).
Por outro lado,

P(AUB)=0,5< P(A)+ P(B)— P(ANB) =0,5
©0,4+0,3—P(ANB)=0,5
< P(ANB)=0,2.
Deste modo temos 1 — P(ANB) =1-0,2=0,8¢
podemos concluir que a opgao correta é a (C).
3k
3. log, <§> = log; 3" — log; 3> = k — 2. A opcéo
correta é a (B).

4. Como lim (u,) = (400)* = 400 entdo

. . . l1+Inz
1 n)= 1 =1

) i Ly o 22 _gi0-n,
rx—+oo I rx—+oco I

A opgao correta é a (A).

5. O quadrilatero [ABCD] é um trapézio.

Pelas defini¢oes das razdes trigonométricas temos
A(cosa,sin ), B(cosa,0) e D(0, tan ).

Como « € }O, 3 [ entdao sina > 0, cosa > 0 e tana >0
e a area do quadrilatero é dada por

CD+ BA

A[ABCD]:72 x BC

¢ .
_ ana;rsma X(lfcosa)
_tanaxi;’%Jrsinafsinacosa
o 2

tan o 1 y 1 % 9
< — = X = sin acos o

2 2 2

t 1

= ar21a fzsin(2a).

A opgao correta é a (B).

6. Como a condigio dada é equivalente a
3
|z +4—4i| =3 A g < arg(z) < i

entdo a condigdo define a interse¢ao de uma circunfe-
réncia de centro no ponto (—4,4) e raio 3 com os afixos
dos complexos com argumentos entre 7 e %ﬂ', como
ilustrado na figura seguinte.

\[m

[ R SCR - S . N

484746454443¥2411 1 2 3

O comprimento da linha é metade do perimetro da cir-

cunferéncia:
2w X 3

2
A opgéo correta é a (C).

3.

7. Como o triangulo é equilatero entdo ABC = 60°.
Consequentemente, o declive da reta AB é

tan60° = /3.

Como a ordenada na origem da reta AB é negativa, (D)
é a opcao correta.

8. Trata-se de uma sucessao definida por recorréncia.
ug = —3u1 +2 = —3a+ 2; usg = —3u2 +2 =
—3(-3a+2)+2=9a—4.

A opcgao correta é a (B).

GRUPO II

]. COIHGCGIHOS por escrever
2428 = 24213 = 249163 = 9 _9;

na forma trigonométrica.

| —2—2i] = /(=22 + (-2)2 = V8 =2V2.

Seja a o argumento principal de —2 — 2i. Como
tana = :—3 = 1 e o afixo de —2 — 2i pertence ao 3.°
quadrante entdo o = § — 7 = —%7‘(’.

Logo, —2 — 2i = 24/2cis (—%ﬂ').
Temos portanto

—242i'%  2V2cis (—2n) ) ( 3 )
= =cis|—-m—0).
V2cis# V2cish 4

Para este complexo ser um imaginario puro tem que se
verificar
3 s 5
——nm—0=—-+4+knk€eZs0=—n—kr, k€.
4 2 4
Vamos agora atribuir valores inteiros a k em
0= —%71’ — km de modo a encontrar as solu¢ées perten-
centes ao intervalo |0, 27|

e para k = —4 temos § = — 37 + 47 = L7 ¢]0, 2 (;

e para k = —3 temos § = —37 + 37 = I7 €]0,2n];
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e para k = —2 temos 6 = ,%W + 27 = %7‘(’ €10, 27 [; 3.2. Para obter o pretendido vamos estudar a monoto-
e para k = —1 temos 0 = 7%71’ + 7= *ZZ ¢10, 27| nia de d.
, , d(t)=0-e%%" £ (5—1t) x (—0.05)e” """
Podemos concluir que os valores de 6 para os quais 0.5t 0.5t
se verifica o pretendido sdo 37 e 7. =e 7" (=1-0.25+0.05t) & e 7" (—1.25 + 0.05¢) .

2.1. Comecemos por definir os acontecimentos:
H: “ser homem”

C': “residir em Coimbra’”.

Deste modo temos

P(C)=0.6= P(C)=0.4;

P(H)=P (H) = P(H)=0.5;

P(C|H) =0.3.
Pretendemos saber P (H|C).
Como

P(C|H) =03« 1—P(C|H)=0.3
P(CNH)
P(H)
SP(CNH)=07x05< P(CNH)=0.35

&P (ClH) =07 =0.7

entao
_ P(HNC
__ 035 _1
N 04 8

2.2. A Lei de Laplace garante que, quando o espago
de resultados de uma experiéncia é finito, a probabili-
dade de um acontecimento é igual ao quociente entre
o numero de casos favoraveis ao acontecimento e o ni-
mero de casos possiveis quando hé equiprobabilidade de
acontecimentos singulares. Como os trés funcionarios
sao escolhidos ao acaso ha equiprobabilidade de aconte-
cimentos singulares e podemos utilizar a Lei de Laplace
para calcular a probabilidade pedida.
Os casos possiveis siao 3°Cs correspondentes ao ntimero
de possibilidades de escolha de 3 pessoas em 80.
Relativamente aos casos favoraveis, comecemos por no-
tar que o contrario de haver no méximo dois funciona-
rios em trés a residir em Coimbra é haver trés a residir
em Coimbra. Como P (C) = 0.4 e sdo 80 funcionarios
entdo 0.4 x 80 = 32 residem em Coimbra. Podemos
escolher 3 funcionarios dos 32 residentes em Coimbra
de 32C3 modos diferentes. Se tirarmos ao nimero total
de escolhas de trés funcionarios (3°C3) as escolhas de
trés funcionérios de Coimbra, ficamos com os casos fa-
voraveis (806’3 — 326’3)4
Aplicando a Lei de Laplace obtemos a probabilidade
apresentada:

Sch3 _ 3203

80,

3.1. Como d(0) = 10 + 5¢° = 15 e a distancia de P a
base do recipiente é 16 entao o raio da esfera é igual a
16 — 15 =1 e o seu volume é

4 3

4
Zrx1®=Zrem® ~4.19 em?.
3 3

Como
dt)=0ee %% =0V —1.25+0.05t =0
StegVt=25a1=25

entao 25 é o tnico ponto critico.
Na tabela seguinte é apresentado o estudo do sinal de
d’ e da monotonia de d.

x 0 25 +00
005t + + +
y = —1.25 + 0.05¢
4
—1.25 + 0.05¢ - 0 + 5
d'(t) - 0 +
d 0 N min Va 0

Podemos concluir que a distancia é minima quando
t = 25. Corresponde portanto a 25 segundos apos se
ter iniciado o movimento.

1
4.1. Como para x < 5 funcdo f esta definida pelo

quociente de fungdes continuas entdo é continua em

|

Para = > 1 a funcao estd definida pelo produto de

fungdes continuas. Consequentemente f é continua em
1

3 +00 {

Resta-nos estudar a continuidade no ponto de abcissa

5"
@ (2) 2 (e”‘_% 71>
lim f(z)= lim ﬂ 2 lim —_—
x—>%7 x—>%7 2z — 1 x—%—>0* 2($_§)
1 _1 1
by oion e
2 g—10- x—% 2

1 1 3 1
i = 1 1)1 =(=4+1)In=-=—=-In-.
i S = T (@ D) (3+1)m5=3m;

Deste modo, como lim f(x) #

ey h]f?+ f(z) entao f

T 5
. . 1
nao é continua no ponto 3

Como os limites laterais no ponto % sdo finitos entao

a reta de equacao z = % nao é assintota vertical do
grafico de f.

Podemos também concluir que, como f é continua em

1 ~ . . .
R\ {5 }, o seu grafico nao admite assintotas verticais.

4.2. Para estudar o sentido das concavidades de f de-

1
vemos comegar por calcular f”(x) en x € ] > +00 {:

:lnx+x+1.
T

8=

f@)y=Inz+(z+1) x
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f(x)= (lnx+ ‘,ETH),:E+:E7(:E+1) _ x—1.

x x? x?
O passo seguinte é determinar os zeros de f”.
fla)=0z-1=0 A" #0cz=1

Na tabela seguinte é apresentado o estudo do sinal de
f" e da concavidade de f.

T % 1 +00
r—11] — - 0 +
y==z—1
= |+ + + + +
= /1
" - — 0 +
f n U

Podemos concluir que o grafico de f tem a concavidade

1
voltada para baixo em 5,1 e voltada para cima em

[1,4+00[. O ponto (1, f (1)) = (1,0) é o tnico ponto de
inflexado do grafico de f.

4.3. Como para x > % a funcdo f estd definida pelo

produto de fungbes continuas entdo f é continua em
1 . .
} 3 +00 { Assim, f é em particular continua em [1, €].

Como f(1)=0<3e fle)=(e+1)lne=e+1>3
entdo f(1) < 3 < f(e) e podemos concluir pelo Teo-
rema de Bolzano que f tem pelo menos uma solugdo
no intervalo |1, e[.

No grafico seguinte, obtido através de uma calculadora
grafica, estdo representados os graficos de y = f(z) e
y=3.

l\y

g

By

2.41€

Podemos concluir que a solugdo pedida aproximada as
centésimas é 2.41.

5.1. Um vetor normal ao plano « é @7 = (1,—2,1).
Como planos paralelos tém vetores normais perpendi-
culares, o plano pretendido também tem 77 como vetor
normal. Consequentemente é da forma

r—2y+2+d=0

onde d é uma constante real.
Substituindo nesta equagdo as coordenadas do ponto
A(0,0,2) vem

0-2x0+24+d=0&d=-2

e podemos concluir que uma equacao do plano paralelo
ao plano a que contém o ponto A é x —2y+2z—=2=0.

5.2. O centro da circunferéncia pretendida é o ponto
médio de [AB]:

M _(xa+2xB Yya+Ys 2A+2zB
[AB]’( 2 ' 2 2 )
0+4 0+0 240
*( 2 ) 2 I 2 )‘(27071)

O seu raio é metade da distancia entre A e B:

1
r= EAB = \/(xA —x5)’ 4+ (ya —yp)* + (24 — 2B)*

%\/(074)2+(0-0)2+(270)2:%\/ﬁ

A equacgdo da superficie esférica pretendida é

(z—2P2 4y +(z-1)° = 6@)2

<:>(x~2)2+y2+(zfl)2:5.

5.3. Nas condigoes apresentadas podemos considera
que P(4,b,0) onde b > 0.
Por outro lado, como A
AP =P — A= (4,b,-2)

~ AD . AP
cos (BAP) = % <:>cos<7r) = %

@%(\/ﬁx \/20+62) =20 < 20 (20 + b°) = 40°
&b* =60 < b= £2V15.

= B—-A = (4,0,-2) e

Como a ordenada de P é positiva entdo b = 24/15.

6. Como o declive da reta 7 é m, = f'(a), o declive da
reta s ¢ ms =g’ (a + %) e as retas sdo perpendiculares
entao

1 )= — L
ms(:}f(a)_ g (a+3%)

my = —

Sendo f'(z) = 3sin(3z) e g'(z) = 3cos(3x) entdo

1 1
"(a) = ————— < 3sin(8a) = ——————
) B N CT PR
1
&3sin(3a) = ————
3cos(3a+ %)
. 1 .2
= —-—— =1
< 3sin(3a) 3 (30) < 9sin”(3a)

1
& sin(3a) = :tg.

T 3 -
Comoae] ,5[:>3a€]7r,7[entao

sin(3a) = —

Wl wly



