Proposta de resolu¢cao
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1. Para determinar a amplitude do dngulo VAC vamos determinar os vetores zﬁ} e @
V—-A=(3,-1,2)—(2,1,0) = (1,-2,2).
C—-A=(0,-1,2) —(2,1,0) = (—2,-2,2).

AV - AC
[[AV][ x HAEH

(1,-2,2) - (=2,-2,2)
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< cos (ﬁ&@

o AVMAC ~ 55°.

1.2. Para determinar uma equacao do plano que contém a base da pirdmide, vamos comecar por
determinar um vetor normal ao plano.
Seja M o ponto médio do segmento de reta [AC]. Entéao

240 1—-1 042
M = T ) ) i :(150’1)
2 2 2

—
Como MV é um vetor normal ao plano ABC' e

MV =V_-M=(3-1,2) - (1,0,1) = (2,-1,1),

)

a sua equacao cartesiana é da forma
2c —y+z+d=0,

onde d € R.
Substituindo A(2,1,0) na equacdo temos

2x2-1404+d=0<d=-3

e podemos concluir que 2z — y + z — 3 = 0 é uma equagao do plano pretendido.

2.1. Sabemos que se X ~ N(u,0) entao:
Plp—o <X < pu+o)~0.6827
P(p—20 <X < p+20) ~0.9545
P(pp—30 < X < pu+30) ~ 0.9973

Consideremos o gréafico seguinte, que ilustra parte destas propriedades.
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Deste modo, como X ~ N (5,0.5), entao
P(X > p+20) = P(X > 6) ~ 0.023.
A opcao correta é a (C).

2.2. Vamos fazer uso do facto de lim (1 + %)n = ek,

. _9\3n . —o\m\3 /o3 _g 1

lim (252)™ = (lim (1+ 52)")" = (7%)" = 7" = 5.

A opcao correta é a (C).

3.1. Consideremos, relativamente a experiéncia de escolha aleatoéria de escolha de uma bola, os
acontecimentos:

A: “a bola é amarela”;

L: “a bola ter o logotipo desenhado”.
Dos dados do enunciado podemos concluir que

P (Z U f) = 1—2 Deste modo,

— - 1
P(AUL):%—E
<:>P(A—m:):Els
<:>1—P(AﬂL)1:E
@P(AﬂL):l—G.

Como as bolas sao indistinguiveis ao tato e sdo selecionadas ao acaso, a Lei de Laplace garante
que

1
P(AmL)_1—6
#(ANL) 1

T 4E 16

o3 1
#E 16

& #E =48.

Podemos concluir que a caixa contém 48 bolas.

3.2. Vamos determinar a probabilidade pedida recorrendo & Lei de Laplace.
Para determinar os casos favoraveis vamos recorrer ao esquema seguinte e ao Principio funda-
mental da contagem.

L (L (LY N_Y_Y_Y_\_ N\
N AN J
Y
3! 7

Relativamente aos casos favoraveis temos:

3Ix7'x8

I—»Hé 8 modos de colocar as bolas com logotipo juntas

Ha 7! permutagoes das bolas sem logotipo
Ha 3! permutagoes das bolas com logotipo



11

Uma vez que os casos possiveis sdo 10!, correspondentes as permutagdes das 10 bolas, a probabi-
lidade pedida é

10! 15

3!><7!><8_ 1

A opcao correta € a (B).

4. Comecemos por notar que, para 0os nimeros serem:
e impares, o tltimo algarismo deve ser 5 ou 7;
e superiores a seis milhdes, o primeiro algarismo deve ser 6 ou 7.

A divisao das diferentes situagOes em trés casos e a respetiva esquematizacao clarificam a resolu-
¢ao do problema.

Caso 1: o primeiro algarismo é 6 e o tltimo 5:

O esquema seguinte exemplifica a situagao.

6 3] 6 7 6 6 5

5!

Como nos algarismos que nao estdo nos extremos ha trés algarismos iguais a 6 entao ha 3

niimeros nestas condigoes.

Caso 2: o primeiro algarismo é 6 e o ultimo 7:
O esquema seguinte exemplifica a situagao.

6 3] 6 5 6 6 7

Como nos algarismos que nao estao nos extremos hé trés algarismos iguais a 6 e dois iguais a 5
~ 1. 5l .
entao ha 2‘?—3, ntimeros nestas condigoes.

Caso 3: o primeiro algarismo é 7 e o ultimo 5:
O esquema seguinte exemplifica a situagao.

7 3] 6 6 6 6 5

Como nos algarismos que nao estao nos extremos hé quatro algarismos iguais a 6 entao, apenas
a troca da posi¢ao do 5 origina nimeros diferentes. H4 5 ntimeros nestas condigoes.

No total temos g—: + 2?—;), + 5 = 35 nameros.

5. O problema pode ser equacionado com d = x + 9.
Como r; =7 e ro = 8 temos

d=x+9

\/[(74—8)2 —3:2] [a:? —(7-8)?
& - =x+9
- V(225 — 22) (22 — 1) R,

e]??-“m/W[:]L\/ﬁ[-

—r2 2_
Introduzindo na calculadora gréafica as expressoes y = v (@2257a7)(@271)

— ey =2x+9 e recorrendo
as suas potencialidades, obtemos os graficos seguintes e o seu ponto de interse¢do no intervalo

J1 VI3[
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e
1.289:2=828 _Y=10.28228% |

Podemos concluir que = ~ 1.4.

6. z=—1-—21.
Sendo 6 € [0, 27, como o afixo de Z pertence ao 3.° quadrante,

-9 om 3
tg@z—1<:>9=tg_1(2)+77<:>9%4.25E}%,g[-

A opcao correta € a (D).

7. Como r > 1 e ay, > 0,Vn € N, a sucessao (a,) ¢ mondtona crescente.
Sejam a,, e a,41 dois termos consecutivos da sucessao.

{ap+ap+1:12 @{ ap +r1 X ap =12

apy1 — ap =3 rXa,—ap=3

o = 12 _
P 1+r
<~ ~ 12r—12-3-3r __
{ ap(r—1)=3 { T+r =0

_9
4 e T
9r—15=0Ar#—1 r=3.
Podemos concluir que a razao é igual a %
8.
In (a® — %) — 2In(a +b) = In(a — b) + In(a + b) — 2In(a + b)
= In(a — b) —In(a + b) = In(a — b) — In(2(a — b))
= In(a—b) —[In2+1In(a —b)] = —In2 ~ —0.7.
Podemos concluir que a opgao correta é a (C).
9.1. Note-se que 74(1,1,1) e 7(2,2,2) sao vetores normais aos planos a e 3, respetivamente.
Como 7ig = 271, os planos a e 3 sao paralelos. Por outro lado,

TH+y+z=12x+2y+22=242x+2y+22=1

permite-nos concluir que os planos « e [ sdo estritamente paralelos. Consequentemente, a
intersegao dos trés planos é o conjunto vazio.
Um outro modo de concluir o pretendido é através da resolugao do sistema seguinte:

z+y+z=1 20 + 2y + 2z =2
204+ 2y+22=1 &< 224+2y+22=1
z+y=0 -— =

1=2
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Como o sistema é impossivel, a intersecao dos trés planos é o conjunto vazio.
Podemos concluir que a opgao correta é a (A).

9.2. Como a area do circulo é 9,
T X OF22 =91 < OF, = £3.

Consequentemente, o didmetro do circulo é igual a 6.
Como a distancia focal, 2¢, e o eixo menor da elipse, 2b, sao iguais ao didmetro do circulo entao

2c=2=6<=c=0b=3.
Uma vez que b2 + ¢ = a? entdo
P+32=0><d®=18.

Assim, a equacdo reduzida da elipse é

2 2
L Y
4L
18 + 9
A opcao correta € a (A).
10.
a4 +27
N Z1 — %9
 344i— 1468
B -1-2i
8 —di
12
(8 — 4i)(—1 + 2i)
(=1 = 2i) (=1 +2)
20¢
-
)
Assim,
e |z| = |w| & |z| = 4 representa, no plano de Argand, a circunferéncia centrada na origem

com raio 4;
e Im(z) > 0 representa os complexos cujo afixo se encontra no eixo real ou acima deste;

e Re(z) > 0 representa os complexos cujo afixo se encontra no eixo imaginario ou a direita
deste.

Na figura seguinte esté representada no plano de Argand a regiao definida pela condigao
|z| = |w| Alm(z) > 0 ARe(z) > 0.

Trata-se de um arco de circunferéncia.
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Como o perimetro da circunferéncia completa é

21 X 4 = 87, o perimetro do arco de circunferéncia é %’r = 27 unidades de comprimento.
1. 2cosx+1=0<%& cosz = —%.
Como —2F € [—m,0] e cos (—&) = —1 entéo a opgao correta é a (B).

12.1. Consideramos a seguinte tabela de dupla entrada com todas as somas possiveis.

1.°\2.° ! 1 1 1 1 1
-1 2101001 0(O0

1 0 212112122

1 0 212112122

1 0 212112122

1 0 212112122

1 0 212112122

Comecemos por notar que Sy = {0, —2,2}.

Como P(X =0) =1 =2 P(X =-2)=4 e P(X =2) =22 entdo k = 0 e podemos concluir

que a opcao correta é a (A).

12.2. O periodo de um oscilador harménico definido por z(t) = A cos(wt + ¢), onde A > 0, w > 0
e ¢ € [0,2x], é dado por P = %’r Como 2?” = 2, o periodo é 2.

Podemos concluir que a opcao correta é a (A).

13.1. Se = > 0,

, l(z—Inz)—=z(1-1)
Fw) = (1- lnw)(2
r—lnx—ax+1

(1 —1Inz)?

l1-Inz

(1—-1Inz)?

Assim, f/'(1) = (11:115111)2 = 1 e a equacao reduzida da reta tangente ao gréafico de f no ponto de
abcissa 1 é da forma y =2 + b, b € R.
Como f(1) = =5 = 1 entdo T'(1,1) é um ponto da reta tangente em estudo.

Substituindo as coordenadas de T na equagao y = x + b temos
l1=1+b&0b=0.

Podemos concluir que y = = é a equagao reduzida da reta tangente ao grafico de f no ponto de
abcissa 1.
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13.2. Para f ser continua, tem que se verificar:

lim f(z)= lim f(z)= f(0).

z—0~ z—0+

1 —
lim f(x) = lim Rk
z—0~ z—0~ X
(i) lim (1 —cosz)(1+ cosx)
z—0- z(1 + cosx)
. 1—cos?z
= lim ———
2—0~ x(1 + cos x)
. sin? x
= lim ———
z—0- (1 + cos )
. sin x . sin x
= lim X lim ——
z—0- T z—0~- 1 +cosx
JR— 0 JR—
B 1+1
T
i = lim ——
xi%gr f(x) xiglJr rz—Inx
_ 0 0 _ 0

0—In0t 0—(—o0)

Como lim f(z) = lim f(xz)= f(0) =0 entao f é continua no ponto 0.
z—0~ xz—07F

14.1. Dy =R\ {0}.

Para estudar a monotonia e a existéncia de extremos da fun¢do g vamos comegar por determinar

—e Txz—e %x1 _ e *(=z-1)
x2 - x2

a derivada e os seus zeros. ¢'(z) =

Jdx)=0ce(—z—-1)=0A22#0
& (e"=0V—2—-1=0)Az#0
&S o= -1

Na tabela seguinte é apresentado o estudo do sinal de ¢’ e da monotonia de g.

T —00 -1 0 +00
o + + + + +
—z—1 + 0 = - =
7 + + + 0 +
g'(x) + 0 — ND —
g / N N

Podemos concluir que g é crescente em | — 0o, —1] e decrescente em [—1,0[ e em |0, +00].

g(—1) = 5 = —e & maximo relativo.

14.2. O declive da assintota obliqua é dado por
h(z)

lim —=.
r—+4+o0o I

Como h(z) = gla) + 20 — L = " + 20— L.

. x . e~
lim —% = lim (—2 +2— —>
r—+00 I T—>+00 T T/ T
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Podemos concluir que a opgao correta é a (B).

15. Seja « a inclinacao da reta OB. Como o seu declive é % entao tan o = %.

A inclinagao da reta r é § e o seu declive tan §.

Como tan(a +b) = % entao

tan(2a) = 132‘?&3@
. B a) _ 2tan$
Assim, tan o = tan (2 x ) = ﬁ
Se 1 — tan? 5 # 0 temos
. 4 2tan% 4
ana =& ——5-— =
3 1 — tan? 3 3

<:>6tan% :4—4tan2%
<:>4tan2%+6tan%—4:0

stan=1vian? = 2
an — = — an — = —z.
2 2 2

Como a reta r tem declive positivo e passa na origem, podemos concluir que a sua equagao
reduzida é y = %:c
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Formuldrio

Geometria

Comprimento de um arco de circunferéncia:

ar (alpha — amplitude em radianos, do angulo ao centro ; r — raio)
Area de um poligono regular: Semiperimetro x Apétema

Area de um sector circular:

[¥]

% (alpha — amplitude em radianos, do angulo ao centro ; r — raio)

Area lateral de um cone: 7rg r — raio da base; g — geratriz)

Area de uma superficie esférica: 47r? (r — raio)

x Areadabase x Altura

W=

Volume de uma piramide:

Volume de um cone: = x Areadabase x Altura

Wl =

4
Volume de uma esfera: gm"3 (r — raio)

Progressoes

Soma dos n primeiros termos de uma progressao (un):

~ P U1 + Un
Progressao aritmética: T — Xn

1—r"
1—r

Progressao geométrica: u; X

Trigonometria
sin(a 4 b) = sinacosb + sinbcosa

cos(a + b) = cosacosb —sinasinb

sinA __ sinB __ sinC

a b - c
a® =b% 4% —2bccos A

Complexos
(pcis®)™ = p"cis(nd) ou (pe'’)" = pre™?

ool = y/pcis (“ﬂ) ou ¥/pe® = ype (k€ {0,...,n—1}
n
en €N)

Probabilidades

p=p1Z1+...+PnTn

o= /o= @)+ pa (0 — p)?

Se X & N(u,0) entéo:

Plp—o <X <pu+o0)~0.6827
P(p—20 < X < p+20) ~ 0.9545
P(u—30 < X < pu+30) ~ 0.9973

Regras de derivagao

<E>’_uv—uv
= 2
7:r}L/_ n—1,71
(™)' =nu"""u (n €R)
(sinu)’ = u' cosu
(cosu) = —u'sinu
!
u
t I =
5
e") =de
(a*) = u'a/“ Ina (e € RT\ {1})
Inu) = —
tmay =%
log, u)' = —= R*\ {1
(log, ) = —— (a e R\ {1})

Limites notaveis

1 n
lim (1 + —) =e
n

lim sinz _ 1
x—0 X
lim € - 1
z—0 x
lim B2
r——+oc0 X
lim — =+oo (p € R)

z—+oo TP
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