FORMULARIO DE MATEMATICA 12.°

Academia Aberta

Folhan.° 1

PROBABILIDADES E ANALISE COMBINATORIA

n.° de casos favoraveis
n.° de casos possiveis

Lei de Laplace: P(A)= 0<P(A)<1 P(ac.imp.)=0 P(ac.certo.)=1

Interessa Ha repetigao Sucessivamente - ARRANJOS )
aordem? |de elementos?| Simultaneamente - COMBINACOES
Permutagédode n: P, =n! Sim Né&o COd'g_OS Interessa
Sorteios a ordem — ARRANJOS
. . n!
Arranjos sem repeticdo: "A, = ', >p Sim N3o Grupos c/ cargos
by ComissGes N&o interessa
| ~
. . . n!
Combinagbes de pnomeiode n: "C, = ————, n>p N3o N3o Grupos aordem COMBINAGOES
(n-p)!p! Conjuntos
Arranjos com repeticdo de p no meio de n: "A;) =n? Sim Sim €—>x
ou — +

e Leis de De Morgan:. AUB=AnB AnB=AUB.

» Se. An B = (séo acontecimentos incompativeis) entdo P(AuUB)=P(A)+P(B)

» Acontecimentos compativeis: P(AuUB)=P(A)+P(B)-P(ANB)

» Probabilidade de acontecimentos contrarios: P(A)=1-P(A)

P(ANB)
P(B) ’

» A e B s&o acontecimentos independentes sse P(AnB)=P(A)xP(B) ou P(A|B)=P(A).
TRIANGULO DE PASCAL PROPRIEDADES DAS COMBINAGOES

1. Em cada linha sdo iguais os numeros

» Probabilidade condicionada: P(A|B)= P(B)#0

1 - finha 0 —» °C, equidistantes dos extremos
n n
= >
1 {1 4——————— \linhat 'Co 'c, Cp Cn—p’ vn, p EINO,”* p

' 2 p 3 2. A soma de dois numeros consecutivos

1 2 1 4—————— jinhaz —» G, Cy C, . o .,
) de uma linha é igual ao numero que na

1 3 3 1< = linha3 *Co ’c ’c, *Cs linha seguinte fica entre eles

1
1 4 6 4 1 g——— litha4 ——p “Cy ‘c “C, *Cs ‘Cs 3. "cp + ncp+l =" pr vn, pel,Nnzp
5 10 10 5 1 4— linhas —pCo 5Cy 5C, 5Cs 5Ca 5Cs A soma de todos os elementos de cada
. . . o . . linha é uma poténcia de 2, isto, é igual
6 15 20 15 6 1 linhas  °Co (A C2 Cs (A Cs Ceo

a "G, +"C+..+"C, =2".
NOTA: A linha n do Triangulo de Pascal tem n+1 elementos. O segundo e o penultimo elementos de cada
linha ddo-nos o seu numero.

BINOMIO DE NEWTON

(a+b)" ="Coa"b’ +"C, a"'b' +...+ "C,,a’b"* + "C,a’h" ou (a+b)' =) "C,a"*b?
p=0
Observando a formula podemos concluir que:
¢ Os coeficientes no desenvolvimento de (a+b)" s&o os numeros da linha n do Tridngulo de Pascal;
e O desenvolvimento de (a+b)" tem n+1 termos;
¢ No desenvolvimento de (a—b)" os termos sdo alternadamente + e —;
¢ O grau dos monomios do desenvolvimento de (a+b)" é n;

e Termo geral do desenvolvimento T,, = "C,a" "b”;

e A ordem do termo médio:

n+l n+1
e

. %+1 se n épar(haumsd) e +1 se n é impar (hadois);

e O termo independente de x corresponde a um termo em x°;
e O termo constante ndo tem parte literal e logo corresponde a um termo em x°;
e O termo em x corresponde a um termo em x.
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FUNQOES
FUNCAO PAR FUNCAO iIMPAR FUNGAO INJECTIVA
fl=x)= f(x), Vx e D, fl=x)==f(x),VxeD, x# %= (%) * f(x), Va,x, € D;
O grafico é simétrico em relagdo O grafico é simétrico em relacdo a Qualquer recta horizontal intersecta
eixo Oy origem. grafico em apenas um ponto.
Exemplos: y Exemplos: Exemplos: g

AL U A S A=

7 4
/ r ° ﬁ/
€ injectiva nao é injectiva
Definigdo de limite segundo Heine

lim f(x)=b sse para toda a sucessao de objectos x, - a A x, € D, temos limf(xn) =b.

Continuidade (O grafico ndo apresenta interrupgdes)

, , . . Parametro Alteraciio da funcdo em relacdo a inicial
f écontihuaem x=a sse lim f(x)=lim f(x)=f(a) o — e ——
xoa xoa k<0 Desloca-se para baixo
isto é lim X)= a). _ k>0 Desloca-se para a direita
x—>a f( ) f( ) flx=h) k<0 Desloca-se para a esquerda
~ ’ . k>1 Estica segundo o eixo dos yy
Teorema de Bolzano — Toda a fungdo continua num intervalo| *¥® Ok<l Eroolhe segundo 6 o 4087y
fechado [a, b] nao passa de um extremo a outro sem pas-| S i o
: T ~f{x} Simetria em relag8o ao eixo dos xx
sar por todos os valores intermédios = St S oo S0 cwo dor
i - ad: it la
f continua em [a’ b] = Jx e ]a b[ . f(x) =k |F(x) ng:r;)tné;mo?d‘;sopr:r:?%enzgd;&a::;e\o::xxusﬁet:ap::
. —_— relagao ao elx 0S8 xx
f(a) <k< f(b) ’ Mantém-se os pontos de abcissa positiva ou nula e para
() os pontos de abcissa negativa tém-se uma simetria em
Corolario do Teorema de Bolzano (Para Zeros) rolagho a0 eixo dos ¥y

f continua em [a, b]

fla)x f(b)<0

NOTA: Se pedirem para provar que o zero € unico estuda-se a monotonia da fungédo em ]a, b[ .

b) -
tvmy, ) = w —da-nos a variagdo média por unidade do eixo Ox. Geometricamente € o declive da
’ -a

recta secante ao grafico de f nos pontos A(a, f(a)) e B(b, f(b)).

Definigao de derivada: '(x,) = lim 2.0 =S (0)  ri )y, S0 +h}3_f(x°)

X=X X — xo h—0

} = 3xela, b[: f(x)=0 (Existe pelo menos um zero em |a, b[.)

Também se chamaa f'(x,) taxa de variagdo instantdnea em x=x, .

Velocidade — 1.2 derivada; Aceleracédo — 2.2 derivada.

Derivadas laterais f'(xg) = lim M f'(xg) = lim
X—Xxg X=X, X=Xy X — X,

filxo) existesse f'(x,)=f"(xs)

Significado geomeétrico de derivada: m, = f'(a) onde ¢ € arectatangentee a a abcissa do ponto de tangéncia.

e NOTA: Também se pode calcular m, através da formula m, =tana onde o € a inclinagdo da recta t ou

também pela formula m, = Y2 =Ys  onhecidos dois pontos da recta.

X4 —Xp

Ponto de tangéncia (a, f(a))

e Tangente ao gréfico de f num ponto { t:y=mx+b ou y—fla)=m,(x—a)

m, = f'(a)
Ponto de tangéncia (a, f(a)) 2
e Normal ao gréfico de f num ponto 1 n:y-fla=-—(x-a).
m,=—— m,
m

e Uma fungao é derivavel num ponto quando admite derivada finita nesse ponto.
e Teorema da derivabilidade e continuidade: Toda a fungdo com derivada finita num ponto (intervalo) € continua
nesse ponto (intervalo).
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REGRAS DE DERIVAGAO

1. (k)'=0; 5. (ftg)=f+g’ 9. (f1) =nxfrixf
5 x'=1 6. (fxg)=fxg+fxg' [fj fxg-fxg'
: , 10. | = | =+—F5—=
3. (TTDC-i-b) =m 7. (ka)=k><f' g g
4. (kx) =kxnxx™ . (kj_‘k 11.(f = 9)'(x)=g'(x)x f'(g(x))
x) X2

« Monotonia: D, / f'(x) / f'(x)=0 / Sinalde f'(x). f'(x)>0=>f¢& /5 f'(x)<0=fé \;

e Extremos relativos:
eMaximo - f' passade + para-—. x @ x a
eMinimo— f' passade — para+. | f'(x) + | 0] - 'k -0 +
fl 7 N\ S N /

e Concavidades: D, / f"(x) / f"(x)=0 / Sinalde f"(x). f"(x)>0=feyv, [f"(x)<0=fe n;
Pontos de inflexdo — pontos onde o grafico muda o sentido da concavidade.
A. verticais y
A. horizontais — m=0
A. obliquas - m =0

7). £7(d) € £
f'@=0e f(p)=0

Assimptotas N L
A. nao verticais

e x=a €A vertical sse limf(x)=+x ou limf(x)=+w 0| b |
xX—>a

x—a*

e Arectade equagdo y=>b ¢é assimptota horizontal do graéficode f se limf(x)=b ou limf(x)=b

X—>+00 X—>—o0

e Arecta de equacdo y=mx+b ¢ uma assimptota obliqua do gréfico de f quando x — +w (x —>—oo) se
lim | f(x)—(mx+b)]=0 (ourespectivamente 1lim [ f(x)-(mx+b)]=0).

NOTA: Na recta de equagdo y =mx+b

0, pode ser A.H.
{n.O real

mzlimﬂ: n.° real b:lim[f(x)—ij= 4o ndo ha A.O
400 .0O.

X—>Foo X Xx—>too

+o0 N0 ha A.O. nem A.H.
NOTA: Se uma funcdo é continua em IR n&o admite A. verticais. Se uma fungao tem dominio IR pode ou
ndo admitir A.V. Se uma fung¢do tem como dominio um intervalo limitado ndo admite A. ndo verticais (A.H. e

A.O.) mas podera admitir A. verticais se o intervalo for aberto e verificar a definigéo.

o Graficos:
Funcéo: ;
. un?ao 7N o Nos pontos angulosos ndo ha derivada
l2derivada: + - O
Funcéo:
¢ zon Quando ha mudanca do sentido da concavidade ha ponto de inflexdo e f'"(x)=0

* 22derivada: + -
*Se f'(a) éinfinita a recta tangente ao gréafico é vertical

*Se f'(a)=0 a rectatangente ao grafico é horizontal e tem de equagéo y = f(a).
e Quando f' se anula e hd mudanga de sinal entao o grafico tem 1 extremo relativo.

H

Ny rj{
pr— V £!
\_e |4 A/
/ N AR b4 I~
[ e 4 €800 | benny (cngfiim)
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FUNCOES EXPONENCIAL E LOGARITMICA
Funcgao exponencial (base a>1) Funcao logaritmica (base a>1)
y f:IR—>IR g:IR—> IR
X a” x - log, x

D=IR" D'=IR

D=IR D'=IR"

e & sempre positiva; e tem um zero;
o e n3o tem zeros; * € continua;
y 21/ * ¢ continua; * &injectiva, _
: . . > e & injectiva e x=0 ¢eA.V.unilateral
o 0 /i e y=0 éAH. unilateral quando x — —; ® )lclgl log, x = - lg’f}o log, x =+
e lima*=0 lima*=+w e é crescente:
X—>—0 X—>+0

o & crescente: v, % € Dy, % < = g(x) <g(x).

Vx, X, € Dy, X <%, = f(%) < f(x).
Defini¢éo de logaritmo: log, x =y < x=a, Vx >0,a e IR"\ {1}

LIMITES DE REFERENCIA (os que estdo a vermelho ndo podem ser usados diretamente)

1im(1+1j —e 1im(1+5j =", kelR lim BX _ g lim BX_0 pelr’

n n X0 X X400 X

. k)" . - .oxP h

lim{1+— | =e°, u, >%wo, kelR lim — =+ lim =+, pelR
un x>+ ln x x—>+0 N X

.a e . In(x+1)

lim — =+, a>1 pelR elogo lim— =+x lim———>=1 m————=

x>+ xP x>0 xP x—0 X x—0 ln(x _|_]_)

. P . P .0 . -1

hmx—:O, a>1 peIR elogo lim X -0 lim =% —1 limX -1

x—>+0 x—+0 @% x>l x —1 -1 ln x

lim&—1_1 lim -1

x—0 X x>0 e* -1

NOTA: Quando, nos limites anteriores se substitui x por f(x) mantém-se as igualdades.

REGRAS DE DERIVAGAO

(ex)l =e”* (eu), = u'xe", (ax), =a* xlna (au)' =uxa" xIna u —fungdode «x
(nx) == (nu) =% (log %) =—— (logq u) =—=
X u xlna ulna

REGRAS OPERATORIAS DOS LOGARITMOS

log,, (x)+1log, (y) =1log, (xy) log, (x)—log, (y) =log, (gj plog, (x)=log, (xp) ;
log, (x) In(x) .
log, (x) = —>-—= e consequentemente log,(x)=—— (formula da mudanca de base)
log, (a) In(a)
a“=" = x log,a*=x log, 1 —log, x log,1=0 log, a=1.
x

Propriedades das poténcias:

l.a"xa™=a"™ 2.a"xb" = (ab)n 3. (a” )m =a™m 4,

n

n 1
5.61_:(2} 6.am =%a"; a? =a 7.a‘”:in; at=t
a
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SENO TANGENTE
ar /=1
<
Z
ReE a
Z D < D D
58
2% | < e | e v
Sw
s 8| 27 / 360° 27 / 360° % /180°
‘g E sen(x + 2kx) =senx | cos(x+ 2krx)=cosx tg(x +kz) =tgx
o

V4
IR\<—+krx
D R R \ {2 }
D' [-1]] [-11] IR

T v
senao = COS(E—OCJ; cosa = sen[E—aj;

—-sen(a)=sen(-a);-cos(a)=cos(z -a);
o Equacgoes trigonométricas
senx=sena << x=a+2kr v x=r—-a+2kr, keZ
cosx=cosa=>x=a+2kr v x=—a+2kr, keZ

tgx=tgaosx=a+kr, keZ

e Féormulas da soma e diferenga de angulos

cos(a*b)=cosacosbFsenasenb

cos(2a) =cos’ a—sen’a

e Limites de referéncia

lim

x—0

senx sen f(x)

fx)

=1

=1

X f(x)-0

sen(a = b)=senacosb tcosasenb

sen(2a)=2senacosa

x->0 sen x

¢ Derivadas das fungo6es trigonométricas

(senx)'=cos x

(senu)'=u'cosu

fix ___~y=senx
e Gréafico — sinusoide

e Funcgéo impar: sen(—x)

(cosx)' =—senx

(cosu)'=—-u'senu

(tgx)' =
(tgw)' =

fix ___~Yy=cosx

¢ Grafico — co-sinusodide
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Resultados de referéncia

a | 30°=Z | 45°=" | 6oc=2
6 4 3
1
sena | V2B
2 2 2
cosa | B | 2 1
2 2 2
tga ﬁ 1 \/g
3
Férmulas trigonométricas
sen’a+cos’a=1
sen’ x=1-cos’x
cos® x=1-sen’x a
sena
tg o= o
cosa i - %
1+ 1 — 1 SEH#Z:E; COS(Z:E; Igtz:%
tg’a sen’a
2 SOHCAHTOA
tga+1= 5
cos’ a

Comprimento de um arco de circunferéncia: ar

. ar
Sector circular: -

f(x)

lim ———
fx-0 sen f(x)

cos® x
.

u

cos’u

—senx eFungdo par: cos(—x)=cos x

(grafico simétrico em relagéo a origem) (grafico simétrico em relagdoa Oy)

2
(« em radianos)

tg(aib)zw
17 tg(a) x tg(b)
2tga
tg(2a)= —=2—
g(2a) 1-tg’a
“1 LEm®X g
x=>0  x

fix ___~y=tgx
¢ Grafico — tangentodide
eFungéo impar tg(-x)=—-tg x
(grafico simétrico em relacdo a ori

gem)

)
ol
o
A
el

f




FORMULARIO DE MATEMATICA 12.°

Academia Aberta

Folhan.° 6
COMPLEXQOS
FORMA ALGEBRICA FORMA TRIGONOMETRICA
z = x+yi — Ponto (x,y), Im z=p(cosf +isend) Im
vector (x, y) y P(xy) = pcis@ = pe” Y el
- .{Re(Z) =x p —modulo de z
z=Xx+yi 7 P
Im(z) =y 6 — argumento de z
z éreal< Im(z)=0; ]
oy {Re(z):o 0 x Re p=x+y’ tanﬁz% 0 A X Re
z é imaginario puro <

Im(z) =0
Igualdade de complexos

Re(z1) = RC(ZZ)
2, =2,

Im(z1) = Im(zz)
Complexos conjugados
Z=Xx+Yyi z=x-yi
z-Z=x*+y’=|7° é um numero real
z+z =2Re(2); z—z =2ilm(z)

2, +2,=2 12,

|z, x 2,| =|2]|2,

Operagodes

Adicao: z, +z, = (x, + yii) + (X, + Ysi)
=(x+x,)+(y +y,)i

Subtracgdo: z, -z, = (%, + yyi) — (%, + Yyi)
=(x,—2%,)+(y,—y,)i

Multiplicagéo: z, x z, = (x, + y;i) x(x, + y,i) (distributividade)

S z Z,Z.
Divisdo: =t =22
ZZ ZZZZ
Potenciagdo: i°=1 i'=i #=-1 i¥=-i

As poténcias de base i repetem-se de 4 em 4.

Se n=4q+r,n,q,reN, entdo " =i

Nota: Para achar 6 devemos considerar o quadrante
a que pertence o afixo de z.

—r < 8 < 7 —condi¢do do argumento principal;

0 <6 < 27 — condigao do argumento positivo minimo;
Igualdade de complexos

PL= P

7z =2, < pet=pe? o
1T E T PE =P 0,- 6, +2kn, kel

Conjugado: z = pe ™

Simétrico: —z = pe'”"™
Operagoes:
Multiplicacéo: z, x z, = plpzei(%wz)

Z_ P
Z;, P2
n _ind

Potenciagdo: z" = p"e

Divisao:

.0+2kx

Radiciacdo: ¥z =tfpe " ,k=0,1..,n-1

— Os afixos das ’\1/; situam-se numa circunferéncia
de C(0,0) e r= (L/; e dividem-na em n partes
iguais.

— Os afixos das Q/Z s&o0 os vértices de um poligono
regular com n lados.

— Os argumentos das Yz estdo em progressao

o e .27
aritmética de razédo — .

n
DOMINIOS PLANOS R wwel 2
2’2
* |z| = k —circunferéncia de centro na origem e raio k ; o 1 -
e |z -z =k — circunferéncia de centro no afixo de z, eraio k; a=tg'§:?\(>{/;=@g
. . E3 9=t;—|;!i_, 7/&/1%\\ 9=té,g T
e Im(z) =k —recta horizontal do tipo y=k; // .
\\\\
e Re(z)=k —>recta vertical do tipo x =k; : A

lo de amplitude &;

arg(z — z,) = @ —>semi-recta com origem no afixo de z, e que faz com o eixo real positivo um angu-

¢ |z- 2| =|z - z,| >mediatriz do segmento de recta cujos extremos sdo os afixos de z, e z,;

> > > :
. Im(z)zk, Re(z)z k, e |z- z1|z|z — z,| —>representam semi-planos.



