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Trigonometria - Exames Nacionais

Perguntas de Exames Nacionais dos últimos 16 anos com resolução e/ou vídeo.
Versão de 3 de janeiro de 2022.
Verifique se existe versão com data mais recenteaquie aceda a mais fichasaqui.

1. Sejah a função, de domínio
[
0, π

2

[
definida porh(x) = senx+ cos2 x.

Estude, sem recorrer à calculadora, a funçãoh quanto à monotonia e quanto à existência de
extremos relativos, e determine, caso existam, esses extremos.
Na sua resposta, apresente o(s) intervalo(s) de monotonia.

Resolução, pg. 18 Exame nacional de 2021 -2.a fase

2. Considere, para um certo número real positivok, as funçõesf e g, de domínio
[
−π

2
,
π

2

]
,

definidas porf(x) = k sen(2x) eg(x) = k cos x.
Sejam, num referencial ortonormado do plano,A, B eC os pontos de intersecção dos grá-
ficos def eg, sendoA o ponto de menor abcissa eC o ponto de maior abcissa.
Sabe-se que o triângulo[ABC] é retângulo emB.
Determine, sem recorrer à calculadora, o valor dek.

Resolução, pg. 19 Exame nacional de 2021 -1.a fase

3. Sabe-se quesen
(
α− π

2

)
= −1

5
e queα ∈

]
0, π

2

[
.

Determine, sem recorrer à calculadora, o valor detg(π − α) + 2 cos
(
−7π

2
+ α

)
.

Apresente o resultado na formaa
√
b

c
, a ∈ Z, b ∈ N e c ∈ N.

Resolução, pg. 20 Exame nacional de 2021 -2.a fase
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4. Na figura, estão representados, num referencial o.n.xOy, a circunferência de centro emO
e raio3 e o triângulo[ABC].
Sabe-se que:

• o segmento de reta[AB] é um diâmetro da circun-
ferência;

• α é a inclinação da retaAB
(
α ∈

]
π
2
, π
[)

;

• o pontoC pertence ao semieixo positivoOx;

• a retaBC é paralela ao eixoOy.

Mostre que a área do triângulo[ABC] é dada pela ex-
pressão−9senα cosα

Resolução, pg. 21 Exame nacional de 2021 -1.a fase

5. Sejah a função, de domínio]−∞, 4[, definida por

h(x) =





1 + xex−1 sex ≤ 1

√
x− 1

sen(x− 1)
se1 < x < 4

Averigue se a funçãoh é contínua emx = 1.

Resolução, pg. 22 Exame nacional de 2020 -2.a fase

6. Na figura, estão representados, num referencial o.n.xOy, a circunferência trigonométrica,
a retar de equaçãox = 1, e um pontoA, de ordenadaa (a > 1), pertencente à retar.

Está também representada a semirretaȮA, que interseta a
circunferência trigonométrica no pontoB.
Qual das expressões seguintes dá, em função dea, a abcissa
do pontoB?

(A)
1√

a2 + 1
(B)

√
a2 + 1

(C)
1√

a2 − 1
(D)

√
a2 − 1

Resolução, pg. 23 Exame nacional de 2020 -1.a fase

7. Sejamf eg as funções definidas emR porf(x) = x2 eg(x) = cosx.

Qual é o declive da reta tangente ao gráfico da funçãof ◦ g no ponto de abcissa
π

4
?

(A) −2 (B) −1 (C) 1 (D) 2

Resolução, pg. 24 Exame nacional de 2020 -2.a fase
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8. O mecanismo de manivela-biela é composto por uma manivela decomprimento fixo, que
efetua um movimento de rotação (sempre no mesmo sentido), e por uma biela, também de
comprimento fixo, que transforma esse movimento de rotação no movimento alternado de
translação de um pistão.
Na Figura 1, está representado esse mecanismo.

Figura 1

Na Figura 2, está representado um esquema do mecanismo descrito.

Relativamente a esta figura, sabe-se que:

• o pontoP representa o pistão;

• o segmento de reta[OM ] representa a mani-
vela, que tem1 cm de comprimento;

• o segmento de reta[MP ] representa a biela;
Figura 2

• os pontosA eB são os pontos em que a distância do pistão ao centro de rotaçãoda
manivela,O, é mínima e máxima, respetivamente;

• os pontosO, A, P eB são colineares.

Sabe-se que o movimento de rotação da manivela se inicia quando o pistão se encontra na
posiçãoB e que a manivela descreve voltas completas a uma frequência angular constante.
Admita que a função que dá, em centímetros, a distância do pistão ao pontoO, em função
do tempo,t, em segundos, contado a partir do instante em que é iniciado omovimento, é
dada por

d(t) = cos t+
√
9− sen2t, t ≥ 0

(o argumento das funções seno e cosseno está expresso em radianos).
Qual é, em centímetros, o comprimento da biela neste mecanismo?

(A) 2 (B) 3 (C) 4 (D) 5

Resolução, pg. 25 Exame nacional de 2020 -1.a fase

9. Sejag a função definida em]0, π[ porg(x) =
1

4
cos(2x)− cosx.

Estude a funçãog quanto ao sentido das concavidades do seu gráfico e quanto à existência
de pontos de inflexão.
Na sua resposta, apresente:
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– o(s) intervalo(s) em que o gráfico deg tem concavidade voltada para baixo;
– o(s) intervalo(s) em que o gráfico deg tem concavidade voltada para cima;
– as coordenadas do(s) ponto(s) de inflexão do gráfico deg, caso este(s) exista(m).

Resolução, pg. 26 Exame nacional de 2019 -2.a fase

10. Sejag a função definida em]0, π[ porg(x) =
1

4
cos(2x)− cos x.

Sejaf a função, de domínio,
]
−π

2
, 0
[
, definida porf(x) = g(−x) + g

(
π
2
− x
)
.

Qual das expressões seguintes também pode definir a funçãof?

(A) senx+ cosx (B) −senx− cosx (C) senx− cosx (D) −senx+ cosx

Resolução, pg. 27 Exame nacional de 2019 -2.a fase

11. Um pontoP desloca-se numa reta numérica, no intervalo de tempoI = [0, 10] (medido em

segundos), de tal forma que a respetiva abcissa é dada porx(t) = 3 cos

(
πt +

2π

3

)
, com

t ∈ I.
Qual é o período, em segundos, deste oscilador harmónico?

(A) 2 (B) 3 (C) 2π (D) 3π

Resolução, pg. 28 Exame nacional de 2019 -1.a fase

12. Sejag a função, de domínio[0, π], definida porg(x) = 2 sin x+ sin2 x.
Sejar a reta tangente ao gráfico da funçãog que tem declive máximo.
Determine o declive da retar.

Apresente a sua resposta na forma
a
√
b

c
, coma, b e c números naturais.

Resolução, pg. 29 Exame nacional de 2018 -2.a fase

13. A primeira derivada de uma funçãof , de domínio
]
0, π

2

[
é dada porf ′(x) = 3x− tgx.

Sabe-se que o gráfico def tem um único ponto de inflexão.
Qual é a abcissa desse ponto, arredondada às centésimas?

(A) 0,84 (B) 0,88 (C) 0,92 (D) 0,96

Resolução, pg. 31 Exame nacional de 2018 -2.a fase
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14. Considere a funçãof definida em]0, π[ porf(x) =
x

sin x
.

Qual das equações seguintes define uma assíntota do gráfico dafunçãof?

(A) x = 0 (B) x = π (C) x = 1 (D) x =
π

2
Resolução, pg. 32 Exame nacional de 2018 -1.a fase

15. Sejag a função, de domínio]−∞, π], definida por

g(x) =





e2x − 1

4x
sex < 0

1

2− sin(2x)
se0 ≤ x ≤ π

Estude a funçãog quanto à monotonia no intervalo]0, π] e determine, caso existam, os
extremos relativos.

Resolução, pg. 33 Exame nacional de 2018 -1.a fase

16. Na figura, está representada uma circunferência de centro nopontoO e raio1.
Sabe-se que:

• os diâmetros[AC] e [BD] são perpendiculares;

• o pontoP pertence ao arcoAB;

• [PQ] é um diâmetro da circunferência;

• o pontoR pertence a[OD] e é tal que[QR] é
paralelo a[AC].

Sejaα a amplitude em radianos, do ânguloAOP(
α ∈

]
0,

π

2

[)
.

αO

RQ

P

A

B

C

D

Qual das expressões seguintes dá a área do triângulo[PQR], representado a sombreado,
em função deα?

(A)
cos(2α)

4
(B)

sin(2α)

4
(C)

cos(2α)

2
(D)

sin(2α)

2

Resolução, pg. 35 Exame nacional de 2017 -1.a fase
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17. Sejag a função, de domínioR, definida por

g(x) =





1− x2

1− ex−1
sex < 1

2 sex = 1

3 +
sin(x− 1)

1− x
sex > 1

Resolva, no intervalo]4, 5[, a equaçãog(x) = 3.

Resolução, pg. 34 Exame nacional de 2017 -2.a fase

18. Num jardim, uma criança está a andar num baloiço cuja cadeiraestá suspensa por duas
hastes rígidas.
Atrás do baloiço, há um muro que limita esse jardim.
A figura esquematiza a situação. O pontoP representa a posição da cadeira.

haste

m
u

ro

solo

d(t)b

P

b

Num determinado instante, em que a criança está a dar balanço, é iniciada a contagem do
tempo.
Doze segundos após esse instante, a criança deixa de dar balanço e procura parar o baloiço
arrastando os pés no chão.
Admita que a distância, em decímetros, do pontoP ao muro,t segundos após o instante
inicial, é dada por

d(t) =





30 + t sin(πt) se0 ≤ t < 12

30 + 12e12−t sin(πt) sex ≥ 12

(o argumento da função seno está expresso em radianos)

18.1 Determine, recorrendo à calculadora gráfica, o número de soluções da equação
d(t) = 27 no intervalo[0, 6], e interprete o resultado no contexto da situação descrita.
Na sua resposta, reproduza, num referencial, o(s) gráfico(s) da(s) função(ões) visuali-
zado(s) na calculadora que lhe permite(m) resolver o problema.
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18.2 Admita que, no instante em que é iniciada a contagem do tempo,as hastes do baloiço
estão navertical e que a distância do pontoP ao chão, nesse instante, é4 dm.
Treze segundos e meio após o instante inicial, a distância dopontoP ao chão é
4,2 dm.
Qual é o comprimento da haste?
Apresente o resultado em decímetros, arredondado às unidades.
Se, em cálculos intermédios, proceder a arredondamentos, conserve, no mínimo, duas
casas decimais.

Resolução, pg. 36 Exame nacional de 2016 -2.a fase

19. Num dia de vento, são observadas oscilações no tabuleiro de uma ponte suspensa, cons-
truída sobre um vale.
Mediu-se a oscilação do tabuleiro da ponte durante um minuto.
Admita que, durante esse minuto, a distância de um pontoP do tabuleiro a um ponto fixo
do vale é dada, em metros, por

h(t) = 20 +
1

2π
cos(2πt) + t sin(2πt) (t é medido em minutos e pertence a[0, 1])

19.1 SejamM em, respetivamente, o máximo e o mínimo absolutos da funçãoh no inter-
valo [0, 1].
A amplitudeA da oscilação do tabuleiro da ponte, neste intervalo, é dada por A =
M −m.
Determine o valor deA, recorrendo a métodos analíticos e utilizando a calculadora
apenas para efetuar eventuais cálculos numéricos.
Apresente o resultado em metros.

19.2 Em [0, 1], o conjunto solução da inequação,h(t) < 19,5 é um intervalo da forma]a, b[.
Determine o valor deb− a arredondado às centésimas, recorrendo à calculadora grá-
fica, e interprete o resultado obtido no contexto da situaçãodescrita.
Na sua resposta:

– reproduza o gráfico da funçãoh visualizado na calculadora (sugere-se que, na
janela de visualização, considerey ∈ [19, 21];

– apresente o valor dea e o valor deb arredondados às milésimas;

– apresente o valor deb− a arredondado às centésimas;

– interprete o valor obtido no contexto da situação descrita.

Resolução, pg. 38 Exame nacional de 2016 -1.a fase
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20. Na figura, estão representados a circunferência trigonométrica e um trapézio retângulo
[OPQR].

Sabe-se que:

• o pontoP tem coordenadas(0, 1)

• o pontoR pertence ao quarto quadrante e à circun-
ferência.

Sejaα a amplitude de um ângulo orientado cujo lado ori-
gem é o semieixo positivoOx e cujo lado extremidade é
a semirretaȮR.
Qual das expressões seguintes dá a área do trapézio
[OPQR], em função deα?

α

x

y

O

R

QP

(A)
cosα

2
+ sinα cosα (B)

cosα

2
− sinα cosα

(C) cosα +
sinα cosα

2
(D) cosα− sinα cosα

2

Resolução, pg. 40 Exame nacional de 2016 -1.a fase

21. Um cubo encontra-se em movimento oscilatório provocado pela força elástica exercida por
uma mola.
A figura esquematiza esta situação. Nesta figura, os pontosO eA são pontos fixos. O ponto
P representa o centro do cubo e desloca-se sobre a semirretaȮA.

Admita que não existe qualquer resistência ao movimento.
Sabe-se que a distância, em metros, do pontoP ao pontoO é dada por

d(t) = 1 +
1

2
sin
(
πt+

π

6

)
.

A variável t designa o tempo, medido em segundos, que decorre desde o instante em que
foi iniciada a contagem do tempo (t ∈ [0,+∞[).
Resolva os itens21.1e21.2sem recorrer à calculadora.

21.1 No instante em que se iniciou a contagem do tempo, o pontoP coincidia com o ponto
A.
Durante os primeiros três segundos do movimento, o pontoP passou pelo pontoA
mais do que uma vez.
Determine os instantes, diferentes do inicial, em que tal aconteceu.
Apresente os valores exatos das soluções, em segundos.
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21.2 Justifique, recorrendo ao teorema de Bolzano, que houve, pelo menos, um instante,
entre os três segundos e os quatro segundos após o início da contagem do tempo, em
que a distância dopontoP ao pontoO foi igual a1,1 metros.

Resolução, pg. 41 Exame nacional de 2015 -2.a fase

22. Sejamf eg as funções, de domínioR, definidas, respetivamente, por

f(x) = 1− cos(3x) e g(x) = sin(3x).

Sejaa um número real pertencente ao intervalo
]π
3
,
π

2

[
.

Considere as retasr es tais que:

• a retar é tangente ao gráfico da funçãof no ponto de abcissaa;

• a retas é tangente ao gráfico da funçãog no ponto de abcissaa+
π

6
.

Sabe-se que as retasr es são perpendiculares.

Mostre quesin(3a) = −1

3
.

Resolução, pg. 44 Exame nacional de 2015 -1.a fase

23. Na figura, está representada a circunferência trigonométrica.

Sabe-se que:

• o pontoA pertence ao primeiro quadrante e à cir-
cunferência;

• o pontoB pertence ao eixoOx

• o pontoC tem coordenadas(1, 0)

• o pontoD pertence à semirretȧOA

• os segmentos de reta[AB] e [DC] são paralelos
ao eixoOy.

Sejaα a amplitude do ânguloCÔD (α ∈
]
0,

π

2

[
).

α
x

y

O

A

B C

D

Qual das expressões seguintes dá a área do quadrilátero[ABCD], representado a sombre-
ado, em função deα?

(A)
tanα

2
− sin(2α)

2
(B)

tanα

2
− sin(2α)

4

(C) tanα− sin(2α)

4
(D) tanα− sin(2α)

2

Resolução, pg. 45 Exame nacional de 2015 -1.a fase
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24. Sejaf a função, de domínioR, definida porf(x) = 3 sin2 x.
Qual das expressões seguintes define a funçãof ′′, segunda derivada def?

(A) 6 sin(2x) cos(x) (B) 6 sin(x) cos(2x)

(C) 6 cos(2x) (D) 6 sin(2x)

Resolução, pg. 43 Exame nacional de 2015 -2.a fase

25. Na figura, está representada, num referencial o.n.xOy, parte do gráfico da funçãof , de
domínioR, definida porf(x) = 4 cos(2x).

Sabe-se que:

• os vérticesA eD do trapézio[ABCD] pertencem ao eixoOx;

• o vérticeB do trapézio[ABCD] pertence ao eixoOy;

• o vérticeD do trapézio[ABCD] tem abcissa−π
6
;

• os pontosA eC pertencem ao gráfico def ;

• a retaCD é paralela ao eixoOy.

Resolva os dois itens seguintes recorrendo a métodos exclusivamente analíticos.

25.1 Determine o valor exato da área do trapézio[ABCD].

25.2 Sejaf ′ a primeira derivada da funçãof , e sejaf ′′ a segunda derivada da funçãof .
Mostre quef(x)+f ′(x)+f ′′(x) = −4 (3 cos(2x) + 2sen(2x)), para qualquer número
realx.

Resolução, pg. 46 Exame nacional de 2011 -1.a fase
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26. Na figura, está representado, num referencial o.n.xOy, o gráfico da funçãog, de domínio]
−π,

π

2

[
definida porg(x) = x− 2 cosx.

Sabe-se queC eD são pontos do gráfico deg cujas ordenadas são extremos relativos deg.

Determine os valores exatos das coordenadas dos pontosC eD recorrendo a métodos ex-
clusivamente analíticos.

Resolução, pg. 48 Exame nacional de 2011 -1.a fase, Prova especial

27. Qual é o valor delim
x→0

(
1

x2
sen2

(x
2

))
?

(A) 4 (B) 0 (C)
1

4
(D)

1

2

Resolução, pg. 47 Exame nacional de 2011 -1.a fase

28. De duas funçõesf e g sabe-se que:

• f tem domínioR e é definida porf(x) = π − 4sen(5x);

• g tem domínio

]
−2π

3
,−π

3

[
e g′, primeira derivada deg, tem domínio

]
−2π

3
,−π

3

[
e

é definida porg′(x) = log2

(
−π

6
− x
)

.

Resolva os itens28.1e28.2recorrendo a métodos exclusivamente analíticos.

28.1 Calcule o valor delim
x→0

senx

f(x)− π
.

28.2 Estude a funçãog quanto ao sentido das concavidades do seu gráfico e quanto à exis-

tência de pontos de inflexão no intervalo

]
−2π

3
,−π

3

[
.

Resolução, pg. 49 Exame nacional de 2011 - Época especial
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29. Um depósito de combustível tem a forma de uma esfera.
A Figura 1 e a Figura 2 representam dois cortes do mesmo depósito, com alturas de combus-
tível distintas. Os cortes são feitos por um plano vertical que passa pelo centro da esfera.

Figura 1 Figura 2

Sabe-se que:

• o pontoO é o centro da esfera;

• a esfera tem6 metros de diâmetro;

• a amplitudeθ, em radianos, do arcoAB é igual à amplitude do ângulo ao centroAOB
correspondente.

A alturaAC, em metros, do combustível existente no depósito é dada, em função deθ, por
h, de domínio[0, π].
Resolva os itens seguintes, recorrendo a métodos exclusivamente analíticos.

29.1 Mostre queh(θ) = 3− 3 cos(θ), para qualquerθ ∈]0, π[.
29.2 Resolva a condiçãoh(θ) = 3, θ ∈]0, π[.

Interprete o resultado obtido no contexto da situação apresentada.

Resolução, pg. 50 Exame nacional de 2010 -2.a fase

30. Na figura, estão representados, num referencial o.n.xOy, uma circunferência e o triângulo
[OAB].
Sabe-se que:

• a circunferência tem diâmetro[OA];

• o pontoA tem coordenadas(2, 0);

• o vérticeO do triângulo[OAB] coincide com a origem do referencial;

• o pontoB desloca-se ao longo da semicircunferência superior.
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Para cada posição do pontoB, sejaα a amplitude do ânguloAOB, comα ∈
]
0,

π

2

[
.

Resolva os dois itens seguintes, recorrendo a métodos exclusivamente analíticos.

30.1 Mostre que o perímetro do triângulo[OAB] é dado, em função deα, por

f(α) = 2(1 + cosα + senα).

30.2 Determine o valor deα para o qual o perímetro do triângulo[OAB] é máximo.

Resolução, pg. 51 Exame nacional de 2010 -1.a fase

31. Admita que, numa certa marina, a profundidade da água, em metros,t horas após as zero

horas de um certo dia, é dada porP (t) = 2 cos
(π
6
t
)
+ 8, em quet ∈ [0, 24].

Resolva os dois itens seguintes, recorrendo a métodos exclusivamente analíticos.

31.1 Determine a profundidade da água da marina às três horas da tarde, desse dia.

31.2 Determine, recorrendo ao estudo da função derivada, a profundidade mínima, em
metros, da água da marina, nesse dia.

Resolução, pg. 52 Exame nacional de 2010 - Época especial

32. Sejaf a função, de domínio
[
0, π

2

]
, definida porf(x) = sen(2x) cosx.

Determine, recorrendo a métodos exclusivamente analíticos, a equação reduzida da reta
tangente ao gráfico def , no ponto de abcissa0.

Resolução, pg. 53 Exame nacional de 2009 -2.a fase

33. Considere a funçãog, de domínioR, definida porg(x) = 2 + sen(4x).
Resolva, usando métodos analíticos, os dois itens seguintes.
Nota:
A calculadora pode ser utilizada em eventuais cálculos intermédios; sempre que proceder a
arredondamentos, use duas casas decimais.

33.1 Determineg′(0), recorrendo à definição de derivada de uma função num ponto.

33.2 Estude a monotonia da funçãog, no intervalo
]
0,

π

2

[
indicando o valor dos extremos

relativos, caso existam, e os intervalos de monotonia.

Resolução, pg. 54 Exame nacional de 2008 -2.a fase
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34. Seja a funçãof , de domínio[0, π], definida porf(x) = 2sen(x) cos(x) + 2.
O gráfico da funçãof interseta a retay = 1 num só ponto.
Determine,recorrendo exclusivamente a métodos analíticos, as coordenadas desse ponto.

Resolução, pg. 55 Exame nacional de 2008 - Época especial

35. Na figura seguinte está representada uma artéria principal do corpo humano, cuja secção é
um círculo com raioR, e uma sua ramificação, mais estreita, cuja secção é um círculo com
raio r.

A secção da artéria principal tem áreaA e a da ramificação tem áreaa.

Sejaθ ∈
]
0,

π

2

[
a amplitude, em radianos, do ângulo que a artéria principal faz com a sua

ramificação (medida relativamente a duas geratrizes complanares dos dois cilindros).
Sabe-se quea = A

√
cos θ.

Admitindo que o modelo descrito se adequa com exatidão à situação real, determineθ no
caso em que os raios referidos verificam a relaçãoR = 4

√
2r.

Resolução, pg. 56 Exame nacional de 2007 -2.a fase

36. Na figura está representado, em referencial o.n.xOy, um arcoAB, que está contido na
circunferência de equaçãox2 + y2 = 1.

O pontoC pertence ao eixoOx e o segmento de reta
[AC] é perpendicular a este eixo.
α é a amplitude, em radianos, do ânguloAOB.
Qual é a expressão que dá o perímetro da região som-
breada, em função deα?
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(A) πα + senα+ cosα (B) πα + senα + 1− cosα
(C) 1 + α− senα + cosα (D) 1 + α + senα− cosα

Resolução, pg. 58 Exame nacional de 2006 -2.a fase

37. Como sabe, a Terra descreve uma órbita elíptica em torno do Sol.

Na figura está representado um esquema dessa
órbita.
Está assinalado operiélio, o ponto da órbita da
Terra mais próximo do Sol.
Na figura está assinalado um ângulo de ampli-
tudex radianos(x ∈ [0, 2π[).

Este ângulo tem o seu vértice no Sol, o seu lado origem passa noperiélio e o seu lado
extremidade passa na Terra.
A distânciad, em milhões de quilómetros, da Terra ao Sol, é (aproximadamente) dada, em
função dex pord = 149,6 (1− 0,0167 cosx).

37.1 Sem recorrer à calculadora, a não ser para efetuar eventuaiscálculos numéricos, deter-
mine a distância máxima e a distância mínima da Terra ao Sol. Apresente os valores
pedidos em milhões de quilómetros, arredondados às décimas.

37.2 Sabe-se quex verifica a relação
2π

T
= x− 0,0167senx, em que

• t é o tempo, em dias, que decorre desde a passagem da Terra pelo periélio até ao
instante em que atinge a posição correspondente ao ângulox;

• T é o tempo que a Terra demora a descrever uma órbita completa (365,24 dias).

Mostre que, parax = π, se temt =
T

2
.

Interprete este resultado no contexto da situação descrita.

Resolução, pg. 57 Exame nacional de 2006 -2.a fase

38. Na figura está representada uma esfera suspensa de um fio com1 metro de comprimento,
fixo no pontoO.
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O centro da esfera oscila entre os pontosA e B, que são simétricos relativamente à reta
verticalr.
A retar passa pelo pontoO e é perpendicular à retaOS.
No instante inicial, o centro da esfera coincide com o pontoA.
Admita que,t segundos após esse instante inicial, o centro da esfera estánum pontoP tal
que a amplitude, em radianos, do ânguloSOP é dada (aproximadamente) por

α(t) =
π

2
− π

6
cos
(√

9,8t
)
.

Nas duas alíneas seguintes,não utilize a calculadora, a não ser para efetuar eventuais
cálculos numéricos.

38.1 Determine a distância do centro da esfera à retaOS, no instante inicial.

38.2 Determine o instante em que o centro da esfera passa pela primeira vez na retar.
Apresente o resultado em segundos, arredondado às décimas.

Resolução, pg. 59 Exame nacional de 2006 -1.a fase

39. Considere a expressãof(x) = A + B cos(Cx). Sempre que se atribuem valores reais
positivos aA, B eC, obtemos uma função de domínioR.

39.1 Prove que
2π

C
é período de qualquer função definida por uma expressão do tipo indi-

cado.

39.2 Num certo rio, existe um ancoradouro para atracagem de barcos. A distância do
ancoradouro ao fundo do rio varia com a maré.
Admita que, num certo dia, a distância do ancoradouro ao fundo do rio,x horas depois
das zero horas desse dia, pode ser modelada por uma função do tipo

f(x) = A+B cos(Cx),

comx ∈ [0, 24[.
Admita ainda que, no intervalo de tempo[0, 24[:

• a distância máxima do ancoradouro ao fundo do rio é de17 metros, e a mínima é
de11 metros;

• ocorrem apenas duas marés altas, uma às0 horas e outra às12 horas;

• ocorrem apenas duas marés baixas, uma às6 horas e outra às18 horas.

Justifique que, no modelof(x) = A + B cos(Cx), se temC =
π

6
; (tenha em conta a

alínea39.1e o facto de que não existe nenhum período positivo inferior a
2π

C
).

Em seguida, determine os valores deA eB (positivos) adequados ao modelo.

Resolução, pg. 60 Exame nacional de 2006 -1.a fase, Época especial
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40. Na figura junta, está representado o círculo trigonométrico.
Os pontosA, B e C têm coordenadas(1, 0), (0, 1) e
(0,−1), respetivamente.
O pontoP desloca-se ao longo do arcoAB, nunca coin-
cidindo com o pontoB.
Para cada posição do pontoP , sejax a amplitude do ân-
guloAOP , e sejaf(x) a área do triângulo[OPC].
Qual das expressões seguintes define a funçãof?

(A)
senx

2
(B)

cosx

2
(C)

senx+ cosx

2
(D)

senx · cos x
2

Resolução, pg. 61 Exame nacional de 2006 -1.a fase, Época especial
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Resoluções
Resolução da pergunta 1

Voltar ao enunciado da pergunta, pg. 1

Dh =
[
0, π

2

[
.

Temos
h′(x) = cos x− 2 cosxsenx = cosx− sen(2x).

h′(x) = 0 ⇔ cos x = sen(2x) ⇔ cosx = cos
(π
2
− 2x

)

⇔ x =
π

2
− 2x+ 2kπ ∨ x = −π

2
+ 2x+ 2kπ, k ∈ Z ⇔ x =

π

6
+

2

3
kπ ∨ x =

π

2
− 2kπ, k ∈ Z.

Vamos agora atribuir valores inteiros ak em cada uma das duas famílias de soluções de
modo a encontrar as soluções pertencentes ao intervalo

[
0, π

2

[
.

No caso dex = π
6
+ 2kπ

3
,

• parak = −1 temosx = −π
2
/∈
[
0, π

2

[
;

• parak = 0 temosx = π
6
∈
[
0, π

2

[
;

• parak = 1 temosx = 5π
6

/∈
[
0, π

2

[
.

Podemos concluir que esta família admite a soluçãoπ
6

no intervalo
[
0, π

2

[
.

No caso dex = π
2
− 2kπ,

• parak = −1 temosx = −3π
2

/∈
[
0, π

2

[
;

• parak = 0 temosx = π
2
/∈
[
0, π

2

[
.

Podemos concluir que esta família não admite soluções no intervalo
[
0, π

2

[
.

Deste modo,π
6

é o único zero deh′.
Na tabela seguinte é apresentado o estudo do sinal deh′ e da monotonia deh.

x 0 π
6

π
2

h′(x) + 0 −
h 1 ր Max ց N.D.

Nota:
h′(0) = 1 > 0.

h′
(
π
3

)
= 1

2
−

√
3
2

< 0.Logo,h é crescente em
[
0,

π

6

]
e decrescente em

[π
6
,
π

2

[
.

h
(π
6

)
=

1

2
+

3

4
=

5

4
é máximo local eh(0) = 1 é mínimo local.
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Resolução da pergunta 2

Voltar ao enunciado da pergunta, pg. 1

Comecemos por determinar as abcissas dos pontos de interseção dos gráficos def eg.

f(x) = g(x) ⇔ k sen(2x) = k cosx
k>0⇔ sen(2x) = sen

(π
2
− x
)

⇔ 2x =
π

2
− x+ 2kπ ∨ 2x = π −

(π
2
− x
)
+ 2kπ, k ∈ Z

⇔ x =
π

6
+

2kπ

3
∨ x =

π

2
+ 2kπ, k ∈ Z.

Vamos agora atribuir valores inteiros ak em cada uma das duas famílias de soluções de
modo a encontrar as soluções pertencentes ao intervalo

[
−π

2
, π
2

]
.

No caso dex = π
6
+ 2kπ

3
,

• parak = −2 temosx = −7π
2

/∈
[
−π

2
, π
2

]
;

• parak = −1 temosx = −π
2
∈
[
−π

2
, π
2

]
;

• parak = 0 temosx = π
6
∈
[
−π

2
, π
2

]
;

• parak = 1 temosx = 5π
6

/∈
[
−π

2
, π
2

]
.

Podemos concluir que esta família admite as soluções−π
2

e π
6

no intervalo
[
−π

2
, π
2

]
.

No caso dex = π
2
+ 2kπ,

• parak = −1 temosx = −3π
2

/∈
[
−π

2
, π
2

]
;

• parak = 0 temosx = π
2
∈
[
−π

2
, π
2

]
;

• parak = 1 temosx = 5π
2

/∈
[
−π

2
, π
2

]
.

Podemos concluir que esta família admite a soluçãoπ
2

no intervalo
[
−π

2
, π
2

]
.

Deste modo,A
(
−π

2
, 0
)
, B
(

π
6
,
√
3
2
k
)

eC
(
π
2
, 0
)
.

Como o triângulo[ABC] é retângulo emB temos

−→
BA · −−→BC = 0 ⇔

(
−2

3
π,−

√
3

2
k

)
·
(
π

3
,−

√
3

2
k

)
= 0

⇔ −2π2

9
+

3

4
k2 = 0 ⇔ k2 =

8π2

27
⇔ k = ±2

√
6

9
π.

Comok > 0, podemos concluir quek = 2
√
6

9
π.
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Resolução da pergunta 3

Voltar ao enunciado da pergunta, pg. 1

sen
(
α− π

2

)
= −1

5
⇔ − cosα = −1

5
⇔ cosα =

1

5
.

tg(π − α) = −tgα.
cos
(
−7π

2
+ α

)
= cos

(
−7π

2
+ 4π + α

)
= cos

(
π
2
+ α

)
= −senα.

Logo,

tg(π − α) + 2 cos

(
−7π

2
+ α

)
= −tgα− 2senα.

sen2α + cos2 α = 1 ⇔ sen2α +
1

25
= 1 ⇔ senα = ±

√
24

5
⇔ senα = ±2

√
6

5
.

tgα =
senα

cosα
=

2
√
6

5
1
5

= 2
√
6.

Consequentemente

−tgα− 2senα = −2
√
6− 4

√
6

5
= −14

√
6

5
.
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Resolução da pergunta 4

Voltar ao enunciado da pergunta, pg. 2

Comecemos por notar queA(3 cosα, 3senα) eB(−3 cosα,−3senα).
Assim,BC = | − 3senα| = 3senα, poisα ∈

]
π
2
, π
[
.

A altura do triângulo[ABC] relativamente à base[BC] tem de medida a diferença entre as
abcissas deC eA, ou seja

−3 cosα− 3 cosα = −6 cosα.

A área do triângulo[ABC] é portanto dada por

3senα(−6 cosα)

2
= −9senα cosα.
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Resolução da pergunta 5

Voltar ao enunciado da pergunta, pg. 2

Vídeo da resolução:

lim
x→1−

h(x) = lim
x→1−

(
1 + xex−1

)
= 1 + 1 = 2.

lim
x→1+

h(x) = lim
x→1+

√
x− 1

sen(x− 1)

( 0
0)
= lim

x→1+

(
√
x− 1) (

√
x+ 1)

sen(x− 1) (
√
x+ 1)

= lim
x→1+

x− 1

sen(x− 1)
× lim

x→1+

1√
x+ 1

⋆
=

1

lim
y→0+

seny
y

× 1

2
=

1

2
.

⋆ Mudança de variável:y = x− 1 ⇔ x = y + 1; x → 1+ ⇒ y → 0+.

Como lim
x→1+

h(x) 6= lim
x→1−

h(x) podemos concluir queh não é contínua emx = 1.
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Resolução da pergunta 6

Voltar ao enunciado da pergunta, pg. 2

Vídeo da resolução (Reservado a inscritos. Inscreva-se neste link!):

Sejaα a amplitude so ângulo que a semi-retaȮA faz com o semi-eixo positivo deOx.
Pretendemos saber a abcissa deB(cosα, senα). Comotanα = a então

1 + tan2 α =
1

cos2 α
⇔ 1 + a2 =

1

cos2 α
⇔ cosα = ± 1√

1 + a2
.

Comoα ∈
]
0, π

2

[
entãocosα = 1√

1+a2
.

A opção correta é a(A).
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Resolução da pergunta 7

Voltar ao enunciado da pergunta, pg. 2

Vídeo da resolução (Reservado a inscritos. Inscreva-se neste link!):

Como(f ◦ g)(x) = f(g(x)) = (cosx)2 então(f ◦ g)′(x) = −2 cosxsenx.

O declive da reta tangente ao gráfico da funçãof ◦ g no ponto de abcissa
π

4
é portanto

(f ◦ g)′
(π
4

)
= −2 cos

(π
4

)
sen

(π
4

)
= −2×

√
2

2
×

√
2

2
= −1.

A opção correta é a(B).
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Resolução da pergunta 8

Voltar ao enunciado da pergunta, pg. 3

Vídeo da resolução (Reservado a inscritos. Inscreva-se neste link!):

Notemos qued(0) é a soma dos comprimentos da biela e da manivela.
Comod(0) = cos 0 +

√
9− sen2(0) = 4 e o comprimento da manivela é1 cm temos que

a biela mede(4− 1) cm = 3 cm.
A opção correta é a(B).
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Resolução da pergunta 9

Voltar ao enunciado da pergunta, pg. 3

Vídeo da resolução (Reservado a inscritos. Inscreva-se neste link!):

Dg =]0, π[.

g′(x) =

(
1

4
cos (2x)− cosx

)′

= −1

4
× 2 sin(2x) + sin x

= −1

2
sin(2x) + sin x.

g′′(x) = −1
2
× 2× cos(2x) + cos x = − cos(2x) + cosx.

g′′(x) = 0 ⇔ cos(2x) = cosx

⇔ 2x = x+ 2kπ ∨ 2x = −x+ 2kπ, k ∈ Z

⇔ x = 2kπ ∨ x =
2kπ

3
, k ∈ Z.

x 0 2π
3

π
g′′(x) = − cos(2x) + cosx + 0 −

g ∪ P.I. ∩

Como π
2
∈
]
0, 2π

3

[
eg′′

(
π
2

)
= 1 > 0 entãog′′(x) > 0, ∀x ∈

]
0, 2π

3

[
.

Como 5π
6
∈
]
2π
3
, π
[

eg′′
(
5π
6

)
= −1

2
−

√
3
2

< 0 entãog′′(x) < 0, ∀x ∈
]
2π
3
, π
[
.

g

(
2π

3

)
=

1

4
cos

(
4π

3

)
− cos

(
2π

3

)

= −1

8
+

1

2
=

3

8

Podemos concluir que
(
2π
3
, g
(
2π
3

))
=
(
2π
3
, 3
8

)
são as coordenadas do ponto de inflexão do

gráfico deg.
A concavidade do gráfico deg é voltada para cima em

]
0, 2π

3

]
e voltada para baixo em[

2π
3
, π
[
.
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Resolução da pergunta 10

Voltar ao enunciado da pergunta, pg. 4

Vídeo da resolução (Reservado a inscritos. Inscreva-se neste link!):

Como
g(−x) = 1

4
cos(−2x)− cos(−x) = 1

4
cos(2x)− cos x

e

g
(π
2
− x
)

=
1

4
cos
(
2
(π
2
− x
))

− cos
(π
2
− x
)

=
1

4
cos(π − 2x)− sin x

= −1

4
cos(2x)− sin x.

então

f (x) = g(−x) + g
(π
2
− x
)

=
1

4
cos(2x)− cos x− 1

4
cos(2x)− sin x

= − cosx− sin x.

Podemos concluir que a opção correta é a(B).
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Resolução da pergunta 11

Voltar ao enunciado da pergunta, pg. 4

Vídeo da resolução (Reservado a inscritos. Inscreva-se neste link!):

O período de um oscilador harmónico definido porx(t) = A cos(ωt + ϕ), ondeA > 0,
ω > 0 eφ ∈ [0, 2π[, é dado porP = 2π

ω
.

Como 2π
π
= 2, o período é2.

Podemos concluir que a opção correta é a(A).
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Resolução da pergunta 12

Voltar ao enunciado da pergunta, pg. 4

Vídeo da resolução (Reservado a inscritos. Inscreva-se neste link!):

Sabemos que o declive da reta tangente ao gráfico de uma funçãonum ponto é igual ao
valor da sua derivada nesse ponto. Para encontrar o declive da retar vamos determinar o
máximo absoluto deg′ estudando a monotonia deg′.
g′(x) = 2 cosx+ 2 sin x cosx = 2 cosx+ sin(2x).
g′′(x) = −2 sin x+ 2 cos(2x).

g′′(x) = 0 ⇔ sin x = cos(2x)

⇔ cos
(π
2
− x
)
= cos(2x)

⇔ π

2
− x = 2x+ 2kπ ∨ π

2
− x = −2x+ 2kπ, k ∈ Z

⇔ x =
π

6
− 2

3
kπ ∨ x = −π

2
+ 2kπ, k ∈ Z.

Para encontrar as soluções desta equação no conjunto[0, π] vamos atribuir valores inteiros
ak.
Comecemos comx = π

6
− 2

3
kπ.

• k = −2 ⇒ x =
π

6
+

4

3
π =

3

2
π /∈ [0, π];

• k = −1 ⇒ x =
π

6
+

2

3
π =

5

6
π ∈ [0, π];

• k = 0 ⇒ x =
π

6
∈ [0, π];

• k = 1 ⇒ x =
π

6
− 2π

3
= −3π

6
/∈ [0, π].

Relativamente ax = −π
2
+ 2kπ temos:

• k = −1 ⇒ x = −5

2
π /∈ [0, π];

• k = 0 ⇒ x = −π

2
/∈ [0, π];

• k = 1 ⇒ x =
3

2
π /∈ [0, π].

Podemos concluir que

g′′(x) = 0 ∧ x ∈ [0, π] ⇔ x ∈
{
π

6
,
5

6
π

}
.

Estudemos agora a monotonia e os extremos deg′ numa tabela.
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x 0
π

6

5π

6
π

g′′(x) + 0 − 0 +

g′ ր ց ր

g′
(
π
6

)
= 2×

√
3
2
+

√
3
2

= 3
√
3

2
;

g′(π) = 2 cosπ + sin(2π) = −2.
Podemos assim concluir que o máximo absoluto deg′ no intervalo[0, π] é 3

√
3

2
, sendo este

o declive da retar.

Voltar ao enunciado da pergunta, pg. 4
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Resolução da pergunta 13

Voltar ao enunciado da pergunta, pg. 4

Vídeo da resolução (Reservado a inscritos. Inscreva-se neste link!):

Comof ′′(x) = 3− 1
cos2 x

então a abcissa do ponto de inflexão é solução da equação

f ′′(x) = 0 ⇔ 3− 1

cos2 x
= 0.

Recorrendo à calculadora gráfica obtemos o gráfico dey = 3 − 1
cos2 x

e uma aproximação
do seu zero em

]
0, π

2

[
.

Logo,f ′′(x) = 0 ⇔ x ≈ 0.96 e podemos concluir que a opção correta é a(D).
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Resolução da pergunta 14

Voltar ao enunciado da pergunta, pg. 5

Vídeo da resolução (Reservado a inscritos. Inscreva-se neste link!):

lim
x→π−

x

sin x
=

π

0+
= +∞.

Podemos concluir que a reta de equaçãox = π é assíntota do gráfico def e que a opção
correta é a(B).
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Resolução da pergunta 15

Voltar ao enunciado da pergunta, pg. 5

Vídeo da resolução (Reservado a inscritos. Inscreva-se neste link!):

g′(x) =
−1× (−2 cos(2x))

(2− sin(2x))2
=

2 cos(2x)

(2− sin(2x))2
.

g′(x) = 0 ⇔ 2 cos(2x) = 0 ∧ (2− sin(2x))2 6= 0

⇔ 2x =
π

2
+ kπ, k ∈ Z ∧ sin(2x) 6= 2

⇔ x =
π

4
+

kπ

2
, k ∈ Z.

Para encontrar as soluções desta equação no conjunto]0, π] vamos atribuir valores ak:

• k = −1 ⇒ x =
π

4
− π

2
= −π

4
/∈ ]0, π];

• k = 0 ⇒ x =
π

4
∈ ]0, π];

• k = 1 ⇒ x =
π

4
+

π

2
=

3π

4
∈ ]0, π];

• k = 2 ⇒ x =
π

4
+

2π

2
=

5π

4
/∈ ]0, π].

Podemos concluir que

g′(x) = 0 ∧ x ∈]0, π[⇔ x ∈
{
π

4
,
3π

4

}
.

Na tabela seguinte é apresentado o estudo do sinal deg′ e da monotonia deg em ]0, π].

x 0 π
4

3π
4 π

g′(x) + 0 − 0 +

g ր M ց m ր

Logo,g é crescente em
]
0, π

4

]
e em

[
3π
4
, π
]

e decrescente em
[
π
4
, 3π

4

]
.

Temos também queg
(
π
4

)
= 1

2−sin 2π
4

= 1
1
= 1 e g(π) = 1

2−sin(2π)
= 1

2
são máximos

relativos eg
(
3π
4

)
= 1

2−sin 6π
4

= 1
3

é mínimo relativo.
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Resolução da pergunta 17

Voltar ao enunciado da pergunta, pg. 5

Parax ∈]4, 5[ temos

g(x) = 3 ⇔ 3 +
sin(x+ 1)

1− x
= 3 ⇔ sin(x− 1) = 0 ∧ 1− x 6= 0

x− 1 = 0 + kπ, k ∈ Z ∧ x 6= 1 ⇔ x = 1 + kπ, k ∈ Z.

Vamos agora atribuir valores inteiros ak na expressãox = 1 + kπ de modo a obter as
soluções no intervalo]4, 5[:

• k = 0 ⇒ x = 1 /∈]4, 5[;
• k = 1 ⇒ x = 1 + π ∈]4, 5[;
• k = 1 ⇒ x = 1 + 2π /∈]4, 5[.

Podemos concluir que o conjunto solução éS = {1 + π}.
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Resolução da pergunta 16

Voltar ao enunciado da pergunta, pg. 5

Comecemos por notar queP (cosα, sinα),
Q(cos(α + π), sin(α + π)) = (− cosα,− sinα) eR(0,− sinα).

Comoα ∈
]
0,

π

2

[
entãocosα > 0 e sinα > 0 e temos

A[PQR] =
−(− cosα)× (sinα− (− sinα)

2

=
2 sinα cosα

2
=

sin(2α)

2

e podemos concluir que a opção correta é a(D).

αO

RQ

P

A

B

C

D

cosα

2 sinα
sinα
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Resolução da pergunta 18

Voltar ao enunciado da pergunta, pg. 6

18.1Introduzindo na calculadora gráfica as funções definidas pory = d(t) e y = 27 obte-
mos os seguintes gráficos.

Podemos observar que os dois gráficos se intersetam quatro vezes no intervalo[0, 6]. No
contexto da situação descrita, isso significa que, nos primeiros seis segundos, a criança que
está a andar de baloiço fica quatro vezes a uma distância de27 metros do muro.

18.2 Sejaa o comprimento das aste. Consideremos a figura seguinte, ilustrativa da situ-

ação descrita.

a

m
u

ro

solo

d(13.5)b

b

a

4
4.2

0.2

a− 0.2

d(0) − d(13.5)

Uma vez que na figura está implícito um triângulo retângulo dedimensõesa− 0.2, d(0)−
d(13.5) ea, pelo Teorema de Pitágoras temos

(d(0)− d(13.5))2 + (a− 0.2)2 = a2.

Comod(0) = 30 e

d(13.5) = 30 + 12e12−13.5 sin(π × 13.5) ≈ 27.32

então

(d(0)− d(13.5))2 + (a− 0.2)2 = a2

⇔ 2.682 + a2 − 0.4a+ 0.04 = a2
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⇔ a =
−0.04− 2.682

−0.4
⇔ a ≈ 18.

Podemos concluir que o comprimento da aste é aproximadamente18 dm.

Voltar ao enunciado da pergunta, pg. 6
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Resolução da pergunta 19

Voltar ao enunciado da pergunta, pg. 7

19.1Para determinar o pretendido vamos estudar a monotonia deh em [0, 1], começando
por calcularh′(t).

h′(t) = − 1

✟✟2π
×✟✟2π sin (2πt) + sin (2πt) + t× 2π cos (2πt)

= 2πt cos (2πt) .

Determinemos agora os zeros deh′ em [0, 1]:

h′(t) = 0 ⇔ 2πt cos (2πt) ⇔ 2πt = 0 ∨ cos (2πt) = 0

⇔ t = 0 ∨ 2πt =
π

2
+ kπ, k ∈ Z

⇔ t = 0 ∨ t =
1

4
+

k

2
, k ∈ Z.

Para a famíliat = 1
4
+ k

2
, k ∈ Z temos

• sek = −1 entãot = −1
4
/∈ [0, 1];

• sek = 0 entãot = 1
4
∈ [0, 1];

• sek = 1 entãot = 3
4
∈ [0, 1];

• sek = 2 entãot = 5
4
/∈ [0, 1].

Do exposto, podemos concluir queh′(t) = 0 ∧ t ∈ [0, 1] ⇔ t = 0 ∨ t = 1
4
∨ t = 3

4
.

A tabela seguinte apresenta o estudo do sinal deh′ e a monotonia deh.

θ 0 1
4

3
4 1

h′(t) = 2πt cos(2πt) 0 + 0 − 0 − 0

h ր ց ր

O sinal deh′(t) = 2πt cos(2πt) emt ∈ [0, 1] justifica-se pelos factos:

• t ≥ 0

• t ∈
]
0, 1

4

[
⇒ 2πt ∈

]
0, π

2

[
⇒ cos(2πt) > 0;

• t ∈
]
1
4
, 3
4

[
⇒ 2πt ∈

]
π
2
, 3π

2

[
⇒ cos(2πt) < 0.

Comoh (0) = h (1) = 20 + 1
2π

, h
(
1
4

)
= 20 + 1

4
= 81

4
e h
(
3
4

)
= 20 − 3

4
= 77

4
então

h
(
3
4

)
< h(0) eh

(
1
4

)
> h(1).

Deste modo temosm = 81
4

, M = 77
4

eA = M −m = 1.

19.2A figura seguinte apresenta parte do gráfico dey = h(t) em t ∈ [0, 1] conjuntamente

com a reta de equaçãoy = 19,5 obtido numa calculadora gráfica.
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0 1

19

20

21

x

y

bb

|

b

|

b

0.606 0.877

b

Graficamente, podemos interpretar a condiçãoh(t) < 19,5 como sendo os valores de
t ∈ [0, 1] para os quais o gráfico deh de encontra abaixo da reta de equaçãoy = 19,5.
Podemos concluir tal situação ocorre parat ∈]0,606; 0,877[.
Consequentementea ≈ 0,606, b ≈ 0,877 e b− a ≈ 0.27.
Podemos concluir que durante o período de medição, o pontoP do tabuleiro distou do
ponto fixo do vale menos de19,5 m durante aproximadamente0.27 minutos.

Voltar ao enunciado da pergunta, pg. 7
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Resolução da pergunta 20

Voltar ao enunciado da pergunta, pg. 8

Sabemos das definições de seno e cosseno de um ângulo queR(cosα, sinα) eQ(cosα, 1).
Comoα ∈ 4.◦ Q entãocosα > 0 e sinα < 0 a área do trapézio[OPQR] é dada por:

QR + PO

2
× PQ =

1 + (− sinα) + 1

2
× cosα

= cosα− sinα cosα

2

e podemos concluir que a opção correta é a(D).
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Resolução da pergunta 21

Voltar ao enunciado da pergunta, pg. 8

21.1Comod(0) = 1 + 1
2
sin
(
0 + π

6

)
= 1 + 1

2
× 1

2
= 5

4
então pretende-se saber as so-

luções da equaçãod(t) = 5
4
.

d(t) =
5

4
⇔ 1 +

1

2
sin
(
πt+

π

6

)
=

5

4

⇔ sin
(
πt +

π

6

)
=

1

2
⇔ sin

(
πt+

π

6

)
= sin

π

6

⇔πt+
π

6
=

π

6
+ 2kπ ∨ πt+

π

6
= π − π

6
+ 2kπ, k ∈ Z

⇔t = 2k ∨ t =
2

3
+ 2k, k ∈ Z.

Vamos agora atribuir valores inteiros ak em cada uma das duas famílias de soluções de
modo a encontrar as soluções pertencentes ao intervalo[0, 3].
No caso det = 2k,

• parak = −1 temost = −2 /∈ [0, 3];

• parak = 0 temost = 0 ∈ [0, 3];

• parak = 1 temost = 2 ∈ [0, 3];

• parak = 2 temost = 4 /∈ [0, 3].

Podemos concluir que esta família admite0 e2 como soluções no intervalo[0, 3] .
No caso det = 2

3
+ 2k,

• parak = −1 temost = 2
3
− 2 = −4

3
/∈ [0, 3];

• parak = 0 temost = 2
3
∈ [0, 3];

• parak = 1 temost = 2
3
+ 2 = 8

3
∈ [0, 3];

• parak = 2 temost = 2
3
+ 4 = 14

3
/∈ [0, 3].

Podemos concluir que esta família admite2
3

e 8
3

como soluções no intervalo[0, 3].
Podemos concluir que os instantes, diferentes do inicial, em que o pontoP passou pelo
pontoA durante os primeiros três segundos do movimento foram2

3
s, 2 s e 8

3
s.

21.2Comecemos por notar que comof é a soma, o produto e a composição de funções

contínuas então é contínua em[0,+∞[.
Consequentementef é contínua em[3, 4].
Como

f(3) = 1 +
1

2
sin
(
3π +

π

6

)
= 1 +

1

2
sin
(
π +

π

6

)

= 1 +
1

2
sin

(
7π

6

)
= 1 +

1

2
×
(
−1

2

)

= 1− 1

4
= 0.75
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e

f(4) = 1 +
1

2
sin
(
4π +

π

6

)
= 1 +

1

2
sin
(π
6

)

= 1 +
1

2
× 1

2
= 1 +

1

4
=

5

4
= 1.25

entãof(3) < 1.1 < f(4) e podemos concluir pelo Teorema de Bolzano que houve, pelo
menos, um instante, entre os três segundos e os quatro segundos após o início da contagem
do tempo, em que a distância do pontoP ao pontoO foi igual a1,1 metros.

Voltar ao enunciado da pergunta, pg. 8
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Resolução da pergunta 24

Voltar ao enunciado da pergunta, pg. 10

Como

f ′(x) =
(
3 sin2 x

)′
= 3× 2× sin x× cosx

= 6 sin x× cosx

então

f ′′(x) = (6 sin x× cosx)′

= 6 (cosx cosx+ sin x× (− sin x))

= 6
(
cos2 x− sin2 x

)
= 6 cos (2x) .

Podemos concluir que a opção correta é a(C).
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Resolução da pergunta 22

Voltar ao enunciado da pergunta, pg. 9

Como o declive da retar é mr = f ′(a), o declive da retas é ms = g′
(
a+ π

6

)
e as re-

tas são perpendiculares então

mr = − 1

ms

⇔ f ′(a) = − 1

g′
(
a + π

6

) .

Sendof ′(x) = 3 sin(3x) eg′(x) = 3 cos(3x) então

f ′(a) = − 1

g′
(
a + π

6

) ⇔ 3 sin(3a) = − 1

3 cos
(
3
(
a + π

6

))

⇔3 sin(3a) = − 1

3 cos
(
3a+ π

2

)

⇔ 3 sin(3a) = − 1

−3 sin (3a)
⇔ 9 sin2(3a) = 1

⇔ sin(3a) = ±1

3
.

Comoa ∈
]π
3
,
π

2

[
⇒ 3a ∈

]
π,

3π

2

[
então

sin(3a) = −1

3
.
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Resolução da pergunta 23

Voltar ao enunciado da pergunta, pg. 9

O quadrilátero[ABCD] é um trapézio.
Pelas definições das razões trigonométricas temosA(cosα, sinα),B(cosα, 0) eD(0, tanα).
Comoα ∈

]
0, π

2

[
entãosinα > 0, cosα > 0 e tanα > 0 e a área do quadrilátero é dada

por

A[ABCD] =
CD +BA

2
×BC

=
tanα + sinα

2
× (1− cosα)

=
tanα× sinα

cosα
+ sinα− sinα cosα

2

=
tanα

2
− 1

2
× 1

2
× 2 sinα cosα

=
tanα

2
− 1

4
sin(2α).

A opção correta é a(B).
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Resolução da pergunta 25

Voltar ao enunciado da pergunta, pg. 10

Vídeos da resolução (Reservado a inscritos. Inscreva-se neste link!):
25.1

25.2
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Resolução da pergunta 27

Voltar ao enunciado da pergunta, pg. 11

Vídeo da resolução (Reservado a inscritos. Inscreva-se neste link!):
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Resolução da pergunta 26

Voltar ao enunciado da pergunta, pg. 11

Vídeo da resolução (Reservado a inscritos. Inscreva-se neste link!):
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Resolução da pergunta 28

Voltar ao enunciado da pergunta, pg. 11

Vídeos da resolução (Reservado a inscritos. Inscreva-se neste link!):
28.1
28.2
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Resolução da pergunta 29

Voltar ao enunciado da pergunta, pg. 12

Vídeos da resolução (Reservado a inscritos. Inscreva-se neste link!):
29.1
29.2
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Resolução da pergunta 30

Voltar ao enunciado da pergunta, pg. 12

Vídeos da resolução (Reservado a inscritos. Inscreva-se neste link!):
30.1
30.2
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Resolução da pergunta 31

Voltar ao enunciado da pergunta, pg. 13

Vídeos da resolução (Reservado a inscritos. Inscreva-se neste link!):
31.1
31.2

Página 52 de 61 academiaaberta.pt

https://academiaaberta.pt/mod/page/view.php?id=5665
https://academiaaberta.pt/mod/resource/view.php?id=5950
https://academiaaberta.pt/mod/resource/view.php?id=5951
https://academiaaberta.pt


Resolução da pergunta 32

Voltar ao enunciado da pergunta, pg. 13

Vídeo da resolução (Reservado a inscritos. Inscreva-se neste link!):
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Resolução da pergunta 33

Voltar ao enunciado da pergunta, pg. 13

Vídeo da resolução (Reservado a inscritos. Inscreva-se neste link!):
33.1
33.2
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Resolução da pergunta 34

Voltar ao enunciado da pergunta, pg. 14

Vídeo da resolução (Reservado a inscritos. Inscreva-se neste link!):
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Resolução da pergunta 35

Voltar ao enunciado da pergunta, pg. 14

Vídeo da resolução (Reservado a inscritos. Inscreva-se neste link!):
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Resolução da pergunta 37

Voltar ao enunciado da pergunta, pg. 15

Vídeos da resolução (Reservado a inscritos. Inscreva-se neste link!):
37.1
37.2
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Resolução da pergunta 36

Voltar ao enunciado da pergunta, pg. 14

Vídeo da resolução (Reservado a inscritos. Inscreva-se neste link!):
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Resolução da pergunta 38

Voltar ao enunciado da pergunta, pg. 15

Vídeo da resolução (Reservado a inscritos. Inscreva-se neste link!):
38.1
38.2
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Resolução da pergunta 39

Voltar ao enunciado da pergunta, pg. 16

Vídeo da resolução (Reservado a inscritos. Inscreva-se neste link!):
39.1
39.2
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Resolução da pergunta 40

Voltar ao enunciado da pergunta, pg. 17

Vídeo da resolução (Reservado a inscritos. Inscreva-se neste link!):
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