Matematica A 12.°

Ficha+Aulas de fungoes exponencial

e logaritmica
Academia Aberta

Contetdo: 11 aulas e 113 exercicios em video.

Versao: 6 de janeiro de 2022.

Verifique se existe versao com data mais recente: aqui.

Autor: Rui Paiva (ruipaivac@gmail.com, www.academiaaberta.pt).

Instrucoes: Video da aula — Exercicios — Confirmar resultados nos videos
Nota: Para visualizar a resolucao dum exercicio deve clicar no icone @84.
Conteidos do mesmo autor:

e Livro Preparacao hibrida para o Exame Nacional de Matematica A 2021

e Plataforma de preparacao para o 12.° e para o Exame Nacional de Matematica A

e Fichas de itens dos exames nacionais dos tltimos 15 anos compilados por temas
com resolucao e/ou video

AULA 1: Funcao exponencial. Definicao e grafico

Sumario/pré-requisitos J

Funcoes exponencial e logaritmica

@ Definicdo e grifico da fun¢do exponencial.

Pré-requisitos:

O estudante devera ter conhecimentos elementares de fungdes e de
operacdes numeéricas.

Se tiver dificuldades em visualizar a Aula 1 clique em @4,

1.1. Partindo do gréfico da funcao definida por y = 3* descreva como pode obter o
grafico das fungoes seguintes e represente-os:

(a) y=3""1 W4 (b) y = —3""1 4 (c)y=4—3""" 04
(d) y = |37 — 2| @4 (e) y = —|3* — 1| @4 (f) y = 3l=! W4
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AULA 2: Condigoes com exponenciais

Sumario/pré-requisitos J

Funcoes exponencial e logaritmica

@ Condi¢Ges com exponenciais.
Pré-requisitos:

O estudante deverd ter conhecimentos elementares de equacdes e de
operagdes numéricas.

*

Se tiver dificuldades em visualizar a Aula 2 clique em @4,

2.1. Resolva em R cada uma das seguintes equagoes e inequacoes:

() 57+ = 573046 @q (b) 9 x 37 = 729 @

(c) 0.572F = 27=+3 W4 (d) 57+ > 573746 W¢

(e) (%)_Hl > (%)_3x+6 L] (f) 7°=3 > 76 W

(g) 9" — 6 x 37 = 27 W4 (h) 31 + 69 = 32 — 3* W4
(i) 27 — 10° < 0 @ (j) 4% + 2 x 4 > 3 @4

(1) 2x3% = 92 W4 (m) 2° > 3~ W4

(n) 2% x 3% — 2z x 37 < 0 W4 (0) 2% x 27 — 2272 > () W4
(p) 26327t = 13207 @4 (q) 22222 = 3 x 22 @

2.2. Determine o dominio das seguintes funcoes reais de varidvel real: ll4

(@) () = s () g () = VI =3
(c) hm:%; (d)i(x):w—%i B + 25
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AULA 3: Definicao de logaritmo

Sumario/pré-requisitos J

Funcoes exponencial e logaritmica

@ Definicdo de logaritmo.
Pré-requisitos:

O estudante devera ter conhecimentos elementares de poténcias e
exponenciais.

*

Se tiver dificuldades em visualizar a Aula 3 clique em @4,

3.1. Calcule: @4

(a) log, 16 (b) log;, 100 (c) logs; 125 (d) log, 64
(e) logs 5 (f) log; 81 () logs 243 (h) log 1
(1) logs g7 (7) logy v2 (1) log, V4 (m) log,

(n) log, 22 (0) log (VB)"  (p) Ine? () In /e

ﬁ (s) In % (t) log 1000 (u) log v10—3
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AULA 4: Regras operatorias dos logaritmos

Sumario/pré-requisitos J

Funcoes exponencial e logaritmica

@ Regras operatdrias dos logaritmos.

Pré-requisitos:

O estudante deverad conhecer a definicdo de logaritmo e saber trabalhar

com fun¢bes exponenciais.

*

Se tiver dificuldades em visualizar a Aula 4 clique em 4.

4.1. @4 Simplifique cada uma das seguintes designacoes:

(a) log,x + log,(4x) — log,2
(c) 2In (3x) — €3 — In (2)
(e) log, 35 — logys;

(g) Ine* —In 1

(i) 108!

(1) log% 3@

4.2. @4 Escreva como um sé logaritmo:

(a) 2logyy 3+ logyy 5
(c) 3(1 ~logyya)

(e) 34+2Inx

4.3. Mostre que:

(b) 3log, (x) + 2log, (3x)

(d) 2'°82(®)+3 1 31n (22) — 2In (z) — 8=
(f) 95—2log,(8x)

(h) logy35°+12 — 6

(J) eZlnx—% % Ve 1

2

(IIl) eln z+In 2

(b) 2+ 3logy 5
(d) 3 (logypx + log,yy — logy, 2)

(f) 10 + = + log(bx)

(a) @4 log, (v — 2°) — log, 2* = log, (1 — x), Vz €]0, 1].

(b) @4 2logy(x + 1) + 3logy x = log; (z* + 2*), Vo € RY.

(c) @4 8log, 3z 4 1)* — 4log,(3x + 1) = 16log,(3z + 1), Vz € |—3, +ool.
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AULA 5: Funcao logaritmica. Definicao e grafico

Sumario/pré-requisitos J

Funcoes exponencial e logaritmica

@ Definicdo e grafico da funcdo logaritmica.
Pré-requisitos:

O estudante deverad conhecer os conceitos de logaritmo, funcdo real de
varidvel real e respetivo gréfico.

*

Se tiver dificuldades em visualizar a Aula 5 clique em @4,

5.1. Represente graficamente e indique uma equacao da assimptota de cada uma das
seguintes fungoes:

(a) @4 f(z) =Inx b)@ f(x)=In(z—1) (c)® f(z)=Inz+3
(d) @4 f (z) = [Inz| (e) B4 f (z) = In|z|

5.2. @4 Determine o dominio de cada uma das seguintes funcoes reais de varidvel real
definidas pela sua expressao algébrica:

(a) f(z) =log(4=2)—3 (b) f () =In (3 —a?)

(c) f(x) =logy (4 —2%) — 105 (d) f(2) = sy

5.3. @4 Caracterize, se possivel, a inversa de cada uma das seguintes funcoes reais de
variavel real definidas pela sua expressao algébrica:

(a) f(z)=Inz —2 (b) f(x) =e*3 -2 (c) f(z) =22 +1n3

(d) f@)=m@*-2)=2 (e) f(2) = 7
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AULA 6: Condigoes com logaritmos

Sumario/pré-requisitos J

Funcoes exponencial e logaritmica
@ Condi¢Bes com logaritmos.
Pré-requisitos:
O estudante deverd conhecer o conceito de logaritmo e respetivas regras

operatdrias, ter conhecimentos elementares de equagdes, inequagdes e de
operacdes numéricas.

[ 5 S —

Se tiver dificuldades em visualizar a Aula 6 clique em @4,

6.1. Resolva, em R, cada uma das seguintes condigoes:

(a) @4 In (22) = In (22) (b) @4 In (22 — 4) = In (1 — 4z)

(c) @4 4 + log, (322) = log, (z°) (d) @4 log z > log (22 — 8)

(e) @4 3 + logr < 4 (f) @4 log, (2 —x —2) <log, (x+ 1)+ 1
() @ logy (3 — 1) < —1 (h) @4 2(Inz)* +5lnz —3=0

(1)@ [In(z-3)]"—4ln(z—3)>0 (j)M(2r =5

(1) @2 =2 (m) @4 43 =4
(n) @4 e” (4 —-01e**1) =0 (o) 3" +2x3*=3

(p) @ e —1-2xe?=0

6.2. @4 Quando o pao sai do forno, a sua temperatura é aproximadamente de 100°C.
Para arrefecer, é colocado em tabuleiros numa sala em que a temperatura é de 23°C.
Passados 3 minutos a sua temperatura é aproximadamente de 74°C. Depois de sair
do forno, ao fim do tempo ¢, em minutos, a temperatura do pao é dada por:

T (t) =23+ ae ™

(a) Mostre que a =77 e k =~ 0.14.

(b) Qual sera, aproximadamente, a temperatura do pao meia hora depois de sair
do forno?
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()

Para embrulhar o pao é conveniente que este esteja a uma temperatura inferior
a 40°C. O Anténio entrou na padaria no momento em que o pao estava a sair
do forno. O Anténio quer comprar pao mas esta com pressa, diz que s6 pode
esperar entre 3 a 5 minutos. Serd que o Anténio vai levar o pao? Se sim, em que
condigoes? Como identifica nos graficos a temperatura ambiente. Apresente a
sua resposta na forma de uma pequena composi¢ao enriquecida por gréafico ou
graficos obtidos pela sua calculadora.

6.3. @4 Considere que a altura A (em metros) de uma crianga do sexo masculino pode
ser expressa, aproximadamente, em funcao do seu peso p (em quilogramas), por

A(p) =—0,5240,551n (p)

Recorrendo a métodos analiticos e utilizando a calculadora para efetuar calculos
numéricos, resolva as duas alineas seguintes.

(a)

O Ricardo tem 1.4m de altura. Admitindo que a altura e o peso do Ricardo
estao de acordo com a igualdade referida, qual sera o seu peso?

Nota: Apresente o resultado em quilogramas, arredondado as unidades. Nota:
sempre que, nos calculos intermédios, proceder a arredondamentos, conserve,
no minimo, duas casas decimais.

Verifique que, para qualquer valor de p, a diferenga A (2p) — A (p) é constante.
Determine um valor aproximado dessa constante (com duas casas decimais) e
interprete esse valor, no contexto da situacao descrita.
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AULA 7: Limites notaveis com exponenciais e logaritmos

Sumario/pré-requisitos J

Limites e continuidade

@ Limites notdveis com exponenciais e logaritmos.

Pré-requisitos:

O estudante deverd conhecer os conceitos de logaritmo, exponencial, saber
reconhecer um simbolo de indeterminagdo e saber aplicar as regras
operatdrias dos limites.

*

Se tiver dificuldades em visualizar a Aula 7 clique em @4,

7.1. Calcule cada um dos seguintes limites:

e —1 . 1—e et -1
(o) @ iy =5 0 @, ) M —
(d) B¢ 1im &= (c) @ lim & —* () B4 lim &=
xgr(l] 2q © zg% eQw —1 :EIE}(% T —
. - . T . : 3x
2\" 2% 27
(j) @€ lim <—> (1) @< lim — (m) @< lim —
z—+oo \ 3 x—+oo e¥ z——o0 e¥
et e o
W ®C I 5 ©) B¢ I ©) @I =
7.2. Calcule cada um dos seguintes limites:
o In(z+1)° . In(2z+41) . In(22)
() @iy = O)@Up=r— @i
In (2 In (— 5
() @ T 2C2) (© @ tm 23 @
T—>+00 €T T——00 x z——o0 In (—.T)
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AULA 8: Continuidade de uma funcao, incluindo exponenciais e logaritmos

Sumario/pré-requisitos J

Limites e continuidade

@ Continuidade de uma fun¢do num ponto e num intervalo.

Pré-requisitos:

O estudante deverd conhecer o conceito de funcdo real de varidvel real e
saber calcular limites de uma fun¢do num ponto.

Se tiver dificuldades em visualizar a Aula 8 clique em @4,

k| —5 sex>—1

8.1. @4 Considere a fungao real de variavel real definida por f (z) = {

341

poa sex < —1
onde k € R.
Determine os valores de k£ de modo a que a fungao seja continua em x = —1.

8.2. @4 Considere a funcao real de varidvel real definida por

1_ekz

m Sel‘>0
f(z) = % sex =0
l;l/z?—% sex <0

onde k € R.

Determine os valores de k de modo a que a fungao seja continua em x = 0.

8.3. @4 Estude cada uma das seguintes funcoes quanto a continuidade justificando por-

menorizadamente.
2 _ 3
() f (x) =" — 3245 (b) g (@) = 5—
e’ —1 . -
(c)h(x)zln(x—i%)—m (d) i (z) = "% 4 2?
€1 sex <0

.0~ {

10§2 (2r+8) sex >0
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AULA 9: Regras de derivagao. Derivadas de ordem superior

Sumario/pré-requisitos

Derivadas:
@ Regras de derivagdo. Derivadas de ordem superior - Parte |: derivadas
triviais.
Pré-requisitos:

O estudante deverd conhecer o conceito de derivada e saber aplicar férmulas
matemadticas.

Se tiver dificuldades em visualizar a Aula 9 - Parte I clique em @4,

Sumario/pré-requisitos

Derivadas:

@ Regras de derivagdo. Derivadas de ordem superior - Parte |l: derivadas
ndo triviais.

Pré-requisitos:
O estudante deverad conhecer o conceito de derivada e saber aplicar férmulas
matematicas.

Se tiver dificuldades em visualizar a Aula 9 - Parte II clique em @4,

9.1. Determine a derivada de cada uma das seguintes fun¢oes usando as regras de de-

rivagao:

Péagina 10 de 14 academiaaberta.pt /Q-B\



var ocgs=host.getOCGs(host.pageNum);for(var i=0;i<ocgs.length;i++){if(ocgs[i].name=='MediaPlayButton8'){ocgs[i].state=false;}}

http://academiaaberta.pt/mod/book/view.php?id=3564&chapterid=2902

var ocgs=host.getOCGs(host.pageNum);for(var i=0;i<ocgs.length;i++){if(ocgs[i].name=='MediaPlayButton9'){ocgs[i].state=false;}}

http://academiaaberta.pt/mod/book/view.php?id=3564&chapterid=2902
https://academiaaberta.pt

(a) y =3z +5 W4 (b) y=(1+z)+ (3z+2*) W4

() y="2 + 12t — 525 W (d) y = (32 — 4) (42 — 4z) WM
(e)y= (%2 + :p) <2x4 - g) L (f) y = (5 +1)° @4
(&) y = (—a* + 3z — 2)° WY (h)yzij;m
=2t - () y= ettt me
) y= %(eI —e7) W4 (m) y = eV" + ex W4
(n) y =xe ™ +2° W4 (0) y = e ¥ (z — 3z*) @4
(p) y =27+ @4 (q) y =1In(3z — 4) @
(1) y = 41In(42* — 3) W4 (s) y = logy(2z — 4) @4
_ In(Bx —2)
My = 31n(4x) e

9.2. Calcule a derivada das seguintes fungoes no ponto indicado:
(a) f(x):x2—%+2ex:4; L
(b) f(z) =xlnzex=rc, W4
a2’ =3z

(c) f(z) = er=—1; B4

r— 2

9.3. Determine uma equacao da reta tangente ao grafico da funcao f no ponto T onde:
(a) B4 f(2) =2 —3x+4eT éo ponto de abcissa 1;
4 . .
(b) @4 f(z) = — + 2z e T é o ponto de abcissa —2;
x

(c) @4 f(z) =e* —2* e T é 0 ponto de abcissa 0;

(d) @4 f(x) =xInz+2x e T é o ponto de abcissa 1.

9.4. @4 Considere a funcao real de varidvel real f definida por

f(x):{ln@—x) sex <1

(x+1)e™™ sex>1

(a) Mostre que f nao é continua no ponto 1.

(b) Estude a diferenciabilidade de f no ponto de abcissa 1.
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(c) Caraterize a funcao derivada de f.

| AULA 10: Monotonia e extremos

Sumario/pré-requisitos J

Derivadas:

@ Aplicacdes das derivadas ao estudo da monotonia e extremos de uma
funcio.

Pré-requisitos:

O estudante deverad conhecer os conceitos de derivada e de extremo de uma
funcdo, saber aplicar as regras de derivacdo e resolver equacdes. Deverd ainda
conhecer os graficos das fun¢des afim, quadratica, exponencial, logaritmica e
trigonométricas.

Se tiver dificuldades em visualizar a Aula 10 clique em @B4.

10.1. Estude a monotonia e a existéncia de extremos relativos de cada uma das seguintes

fungoes:
(a) f(z) =2 +1 @4 (b) f(x) =2 -3z +1 W4
() f(x)=%4—%3—x2+3 aq (d) f(x)=x+§m
(e) f(z) =2 — 2% W4 (f) f(z) =8—4z+In(2z +4) W4
(8) f(z)= T Tz <

10.2. A partir de folhas metdlicas retangulares com dimensoes 6 m por 8 m pretendem-se
construir contentores sem tampa com a forma de paralelepipedo. Dos cantos da
chapa, extraem-se quadrados de modo o permitir a sua construcao.

Quais sao as dimensoes da caixa de maior volume? @4

Pagina 12 de 14 academiaaberta.pt /q-b\



var ocgs=host.getOCGs(host.pageNum);for(var i=0;i<ocgs.length;i++){if(ocgs[i].name=='MediaPlayButton10'){ocgs[i].state=false;}}

http://academiaaberta.pt/mod/book/view.php?id=3564&chapterid=2881
http://academiaaberta.pt/mod/book/view.php?id=3564&chapterid=2881
http://academiaaberta.pt/mod/book/view.php?id=3564&chapterid=2881
http://academiaaberta.pt/mod/book/view.php?id=3564&chapterid=2881
http://academiaaberta.pt/mod/book/view.php?id=3564&chapterid=2881
http://academiaaberta.pt/mod/book/view.php?id=3564&chapterid=2881
http://academiaaberta.pt/mod/book/view.php?id=3564&chapterid=2881
http://academiaaberta.pt/mod/book/view.php?id=3564&chapterid=2881
http://academiaaberta.pt/mod/book/view.php?id=3564&chapterid=2881
https://academiaaberta.pt

AULA 11: Concavidade e pontos de inflexao

Sumario/pré-requisitos |

Derivadas:

@ Aplicagdes das derivadas ao estudo das concavidades e dos pontos de
inflexdo do grafico de uma funcao.

Pré-requisitos:

O estudante deverd conhecer o conceito de derivada, saber aplicar as regras de
derivacdo e resolver equacbes. Deverd ainda conhecer os graficos das funcdes
afim, quadratica, exponencial, logaritmica e trigonométricas.

Se tiver dificuldades em visualizar a Aula 11 clique em @84,

11.1. @4 Considere a funcao f, de dominio R, definida por f (z) = e” (2 + ).
Recorrendo exclusivamente a processos analiticos, resolva as alineas seguintes:
(a) Verifique que f’(z) = e” (2? + 3z + 1).
(b) Estude f quanto ao sentido das concavidades do seu grafico e quanto a existéncia
de pontos de inflexao.

11.2 @4 Estude a concavidade e os pontos de inflexao do gréfico da funcao definida por
f(z) = z* — 622

AULA EXTRA: Modelos exponenciais

Proposicao — Modelos de crescimento e decrescimento exponencial

Dada uma grandeza modelada pela funcao f, a equagao diferencial f' = kf traduz
o facto de, em cada instante, a taxa de variacdo ser proporcional a quantidade de
grandeza existente.

Dado k € R, todas as solugoes em R da equagao diferencial f/ = kf sao da forma
f(x) = ce*®, onde c é uma constante real.

Exercicios: Exercicios de escolha multipla e de desenvolvimento com resolucao deste tema
e de todos os outros no livro Preparacao hibrida para o Exame nacional de Matematica e
na Plataforma de preparacao para o Exame Nacional de Matematica 12. Pode ver mais
pormenores e adquirir o livro ou uma licenca de acesso a Plataforma clicando nos links.
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Tabela de derivadas

Sejam f e g fungoes reais de variavel real.
Sejam a € R \ {1} e k € R constantes.

K =0 o' =1
(kx) =k (2F)" = kah!
(f+9)=f+g (f-9)=f-¢
(kf) =kf' (fx9)=fg9+/d
i/:flg—fgl kY _ pp el

(5) =™ () =tr1
() = fre! () = ¢
(af)/ = f'a’ Ina (a®) =a"Ina
ngy =L w2y =

o f, o 1
(o8, 1) = (log, ) = ——
(sin f)' = f’cos f (sinz) = cosx
(cos f) = —f'sin f (cosz) = —sinx

o f! o 1
(tan f) = o ] (tanz) = .

/ ’ , 1
(cotef) = _sn{? f (cotee) =~
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