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Introducao

O objetivo principal desta obra é preparar um aluno de forma completa para o exame nacional
de Matematica A do 12.° ano através de um livro que acrescenta aos contetidos habituais dos
livros com o mesmo propdésito que estao no mercado, resumos teéricos acompanhados de videos
tutoriais, exercicios chave resolvidos passo a passo em video e aplicagoes dindmicas.

Todos estes contetidos estao acessiveis através de enderegos da Internet e de QR Codes. Deste
modo, ao apontar a caAmara de um smartphone ou tablet para as paginas do manual impresso
visualizam-se videos, acede-se a aplicacoes dindmicas e a outros recursos complementares relaci-
onados com o tema abordado.

O livro inclui:

Resumos teoricos acompanhados de videos (acessiveis por QR Codes);

Mais de 200 exercicios chave resolvidos passo a passo em video e apoiados por aplicagoes
dinémicas (acessiveis por QR Codes);

Mais de 350 exercicios resolvidos de forma detalhada (10.°, 11.° e 12.° anos);

Mais de 400 questoes propostas com solugoes desenvolvidas (10.°, 11.° e 12.° anos);

6 Exames-tipo com resolucao;

Exames nacionais de 2015, 2016, 2017, 2018, 2019, 2020 e 2021 com resolucao;

Exames nacionais de 2018, 2019 e 2020 com resolucao em video;

Ligacgoes a conteudos adicionais disponiveis em www.academiaaberta.pt;

As resolugoes dos exercicios resolvidos num ficheiro PDF online (bit.ly /anexohibrido2021);

credenciais de acesso aos contetudos interativos e multimédia e instrugoes de utilizacao de
um leitor de QR Codes.

O livro pode ser adquirido em bit.ly /comprapagalivrosficha.

Desejo o maior sucesso a todos!

O autor, Rui Paiva
Endereco eletrénico: ruipaivac@gmail.com
Home page: bit.ly/cvruipaiva
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1. Cdlculo combinatoério
S > A

1.1 Conjuntos
Definicdo 1.1 — Terminologia e definicoes elementares

e Podes ver um conjunto como uma colecao de objetos de qualquer tipo que denominamos
por elementos. Os objetos podem ser ntimeros, pontos, pessoas, outros conjuntos, etc.

e Representamos um conjunto com uma letra maitscula (4, B, C,...). Quando um elemento
x pertence a um conjunto A escrevemos x € A. Quando nao pertence escrevemos z ¢ A.

e Quando um conjunto tem um numero finito de elementos é habitual escrevé-lo entre cha-
vetas. Um conjunto A que contenha os elementos a, e, i, 0 e u podes ser representado em
extensao por A ={a,e,i,o,u}.

e Podes também representar um conjunto em compreensio colocando entre chavetas a pro-
priedade que caracteriza todos os seus elementos.

e No exemplo anterior A = {conjunto formado pelas vogais}, A = {x : = é vogal} ou A =
{z|z é vogal}. Nos tltimos dois casos, podes ler “conjunto formado pelos valores de x tais
que x é uma vogal. Deste modo a € Aed ¢ A.

e Para representar o conjunto formado pelos conjuntos {1,2} e {0,7} escrevemos chavetas
dentro de chavetas: {{1,2},{0,7}}.

e Denominamos por conjunto unitdrio um conjunto que possui um Unico elemento.

e Um conjunto que nao possua nenhum elemento denomina-se por conjunto vazio e representa-
se por @ ou por { }. Note-se que a notacao {@} nao é utilizada para denotar o conjunto
vazio!
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1.5 Arranjos com repeticdo

Definicdo 1.11 — Definicdo de arranjos com repeticdo

Dados n elementos diferentes, a1, as,... , a,, chama-se arranjos com repeticio dos n elementos
p a p ao numero de sequéncias de p elementos, sendo estes diferentes ou nao, que se podem
formar de modo que as sequéncias diferem pelos elementos que as compoem ou pela ordem
de colocagao. O numero de sequéncias representa-se por "A;, (ler arranjos com repetigao de

n, p a p) e tem-se: nAl P
v .

Exemplo: Como o cédigo de um cartdo multibanco tem quatro digitos ha
1041 = 10* = 10000 codigos distintos.

Video: Podes aceder no enderego bit.ly/comblinkd ao video de exposi¢do da presente B
secgao. ¥

1.6 Combinacoes
Definicdo 1.12 — DefinicGo de combinacdes
Dados n elementos diferentes, aq, ag,... , a,, chama-se combinagoes dos n elementos p a
p ao numero de subconjuntos de p elementos escolhidos entre os n dados. O ntmero de
subconjuntos denota-se por "C), (ler combinacoes de n, p a p) e tém-se

n!

= -t

5!
Exemplo: Com cinco frutos é possivel fazer °Cy = m = 10 saladas de fruta constituidas

por trés frutos.

Video: Podes aceder no endereco bit.ly/comblink5 ao video de exposicdo da presente EidE
Secgao. &

Resumo dos conceitos de andlise combinatéria

Interessa a or-| Ha repeticao de
dem? elementos?
Permutagao de n: n! Sim Nao
Arranjos sem repeticao: "A, = (n%!p)! Sim Nao
Arranjos com repetigdo de p no meio de n: "A; =n” [ Sim Sim
Combinacoes de p no meio de n: "C, = ﬁip)! Nao Nao

1.7 TriGngulo de Pascal

O Triangulo de Pascal, também conhecido por tridngulo de Tartaglia, é um tridngulo numérico
infinito formado por nimeros da forma "C), onde n representa o ntimero da linha (posigao hori-
zontal), contando a partir de n = 0, e p a posi¢ao da coluna, contando a partir de p = 0 (posigao
vertical).
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modos diferentes de sentar os rapazes e as raparigas juntos.

Problema resolvido 1.25
De quantos modos distintos podes arrumar numa estante 3 livros de Matemética, 2 de Fisica e
1 de Portugués juntos por disciplinas?

Resolucdo:

O esquema seguinte ilustra uma possibilidade de arrumacao dos livros.

My My, Mz F F, P
3 2 1 2 1 1

Temos no total

3! x 2! x 1! x 3! = 72 modos distintos de arrumar os livros na prateleira.

\—>Hé 3! possibilidades de permutar as 3 disciplinas.

>Ha4 2! possibilidades de colocar os livros de Fisica

Ha 3! possibilidades de colocar os livros de Matemética

Nota: Neste tipo de exercicio o erro mais frequente é pensar que s6 ha 3 modos de permutar as
3 disciplinas. Note-se que hé 6 possibilidades, correspondentes a 3!:

MFP, MPF, FMP, PMF, FPM e PFM.

Problema resolvido 1.26 — Video disponivel em bit.ly/comblink 15 (=] 774 (51
De quantas maneiras diferentes se podem colocar numa prateleira, em fila, 2 livros de
Fisica e 3 de Matematica

1.26.1 sem restri¢oes?

1.26.2 se os livros ficarem juntos por disciplinas?

Resolucdo:

1.26.1 Uma vez que nao ha restrigdes, podes tratar os livros de Fisica e de Matematica de forma
indiferenciada e concluir pela definicao de permutagao (ver Defini¢ao 1.8) que podes colocar os
5 livros na prateleira de P; = 5! = 120 modos distintos.

1.26.2 Denotemos os livros de Fisica por F e os de Matemética por M.

X2
< O\
F F M M M
2 1 3 2 1
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Podes assim concluir que hda 2 x1x3x2x1x2 =2!x 3! x2 = 24 modos diferentes de arrumar
os livros na prateleira juntos por disciplinas.

Problema resolvido 1.27 — Video disponivel em bit.ly/comblink 16 [E]351 8]
De quantas maneiras diferentes podem sentar-se 7 amigos: E .

1.27.1 no balcdo de um snack-bar?

1.27.2 numa mesa redonda?

1.27.3 num banco tendo em conta que a Ana ndo quer ficar junto do Pedro, seu ex-namorado?
1.27.4 numa banco se houver trés pessoas que nao querem ficar juntas?

Resolucdo:

1.27.1 Uma vez que nao hé restri¢oes, podes concluir pela defini¢ao de permutagao (ver Defini-
¢ao 1.8) que podes sentar as 7 pessoas de Py = 7! = 5040 modos distintos.

1.27.2 Numa mesa redonda de 7 lugares devamos ter em consideragao que cada situacao origina
7 semelhantes.

X U XX
9000000

P, 7 Tx6

Por esse motivo vamos ter — = —

- - — = 6! = 720.
Um modo alternativo de raciocinio é fixar uma das pessoas e permutar as restantes 6.

c

N

Y
@\

®

5

—
g

Deste modo vamos ter Pg = 6! = 720.

1.27.3 Uma vez que ha muitas possibilidades de a Ana e o Pedro estarem separados vamos
subtrair ao total o nimero de maneiras de os sentar juntos.
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1.55.1 Considera que se dispoe de doze cores para colorir

I
I
I
1.65.2 Com os pontos do poliedro I
Ay=-- AN

Resolucdo:
1.55.1 (a) Uma vez que a ordem de escolha das cores nao interessa ha 12Cq = 220 possibilidades.

1.55.1 (b) Uma vez que a ordem de coloragao interessa e podes haver repeticdo de cores ha
12 45 = 129 = 5159780352 possibilidades.

1.55.1 (¢) A coloragao dos tridngulos em duas cores tem as seguintes possibilidades:

e trés tridngulos com a mesma cor e o quarto tridngulo com outra cor. Neste caso temos

O numero total é portanto

1.55.1 (d) Um método para obter a solugao é comegar por colorir as faces triangulares e depois
as quadrangulares com o cuidado de ir diminuindo o nimero de op¢bes para nao ter faces

as nove faces do poliedro.
De quantos modos:
v

(a) se podem escolher nove cores para colorir o po-
liedro com nove cores distintas?

1
I
(b) se pode colorir o poliedro sem qualquer restri- "
cao? I

I

I

I

(c) se pode colorir o poliedro de forma a que os
tridngulos tenham apenas duas cores distintas? I

(d) se pode colorir o poliedro de forma a que as 7
faces adjacentes nao tenham a mesma cor? U

(a) Quantas retas é possivel definir? ,

(b) Quantos planos que contém o ponto V se po- P Q
dem definir?

(¢) Quantos planos se podem definir?

12 45 modos de escolher as duas cores. A opcdo por Arranjos deva-se ao facto de a
primeira cor escolhida se destinar aos trés tridngulos com a mesma cor e a segunda cor
ao triangulo que sobra. Para cada uma das escolhas das duas cores podes escolher os
trés triangulos que ficam com a mesma cor de C3 maneiras. Como para cada uma destas
possibilidades podes colorir as cinco faces quadrangulares de 12A’5 maneiras temos no total

1245 x 4C3 x 12 AL possibilidades.

dois triangulos com uma cor e os outros dois com outra cor. Neste caso temos '2Cy modos
de escolher as duas cores. Para cada uma das escolhas das duas cores podes escolher dois
triangulos que ficam com a mesma cor de *Cy maneiras. Como para cada uma destas
possibilidades podes colorir as cinco faces quadrangulares de 12A’5 maneiras temos no
total 12Cy x 40y x 12 AL possibilidades.

12A2 X 403 X 12A% + 12C2 X 402 X 12A{:3 = 229920768.




2.1 Definicdo de probabilidade

Espaco de probabilidades

Definicdo 2.1 — Definicdo de probabilidade

Dado um conjunto finito E, uma probabilidade no conjunto P(FE) das partes de E é uma
funcao P de dominio P(FE), de valores nao negativos, tal que P(E) =1 e, para A, B € P(FE)
disjuntos, P(AU B) = P(A) + P(B).

Neste contexto, o conjunto por E é o espago amostral ou universo dos resultados, P(E)
é o espago dos acontecimentos, os respetivos elementos sao os acontecimentos, P(A), para
A € P(E), é a probabilidade do acontecimento A e o terno (E,P(E), P) é um caso particular
de espago de probabilidade.

Definicdo 2.2 — Classificacdo de acontecimentos
Dado um conjunto finito E, a fungao de P dominio P(E) definida por VA € P(E), um
acontecimento A € P(E) diz-se:

e clementar se #A =1,
e composto se #A > 1,
e certose A=S;

e impossivel se A = .

Exemplo: Relativamente aos acontecimentos do exemplo anterior temos que A é acontecimento
composto e C' € um acontecimento elementar.
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Deste modo, ANB: “sair copas e sair dama” ou ainda ANB: “sair dama de copas”. #(ANB) = 1.
O acontecimento A N B é singular.

BN C: “sair dama e sair rei de espadas’. #(BNC) = 0. O acontecimento B N C' é impossivel.
AUC: “sair copas ou sair rei de espadas”. #(AUC) = 11. O acontecimento AU C' é composto.
C' U D: “sair rei de espadas ou valete”. #(C' U D) = 5. O acontecimento C'U D é composto.

Problema resolvido 2.10 — Video disponivel em bit.ly/problink9 [=]:7a ]
Considera um conjunto finito E, uma probabilidade P em P(E) e dois acontecimentos =
de P(E) tais que: P (A) =0.3, P(B) =0.5 ¢ P(AUB) = 0.7. Determina:

2.10.1 P (A) 2.10.2 P (B) 2.10.3 P(ANB)

Resolucdo:

2.10.1 Sabemos por um teorema que P (A) =1 — P(A).

Deste modo, P (A) =03 1—P(A) =03 —P(4) =03 -1« P(4) =0.1.
2102 P(B) =1—-P(B)=1-0.5=0.5.

2.10.3 Sabemos por um teorema que P (AU B) = P(A) + P(B) — P(AN B).
Logo vem 0.7=0.740.5—-P(ANB) < P(ANB)=0.5.

Problema resolvido 2.11 — Video disponivel em bit.ly/problink 10 [=]is5s =]
Demonstra que P(A) + P(B)+ P (ANB) =1+ P (AN B). &
Resolucdo:

Vamos desenvolver a igualdade inicial até obter uma identidade verdadeira.

P(A)+P(B)+P(ANB)=1+P(ANB)

& P(A)+ P(B)+ P(AUB) =1+ P(ANB) ANB=AUB

& P(A)+P(B)+1—-P(AUB)=1+P(ANB) P(A)=1-P(A)
& —P(AUB)=—P(A) - P(B) + P(ANB).

& P(AUB)=P(A)+ P(B)—P(ANB).

Uma vez que a igualdade inicial é equivalente a um resultado conhecido, a demonstracao estéa
concluida.

Problema resolvido 2.12 — Video disponivel em bit.ly/problink 11 ==l
DemonstraqueP(ZﬂE)—1:P(B)—P(Z)—P<ZU§). =
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por 2. No total temos 2 x 2 x 2 x 2 = 2% casos favoraveis a os casais se sentarem juntos com o

casal Martins no meio. A Lei de Laplace garante que a probabilidade pedida é é
|
Problema resolvido 2.18 — Exame - video disponivel em bit.ly/problink 15 (=] 2 [m]

Seis amigos entram numa pastelaria para tomar café e sentam-se ao acaso numa mesa [
rectangular com trés lugares de cada lado, como esquematizado na figura em baixo.

© 00

©0 0

Determina a probabilidade de dois desses amigos, a Joana e o Rui, ficarem sentados em frente
um do outro.

Resolucdo:

A Lei de Laplace diz-nos que a probabilidade de um acontecimento é igual ao quociente en-
tre o nimero de casos favoraveis e nimero de casos possiveis quando ha equiprobabilidade de
acontecimentos singulares. Como as seis pessoas distribuem-se nos lugares ao acaso ha equipro-
babilidade de cada pessoa se sentar em cada lugar e podemos utilizar a Lei de Laplace no célculo
da probabilidade pretendida. Os casos possiveis sdo 6! correspondentes as permutagdes das 6
pessoas nos 6 lugares. Relativamente aos casos favoréveis, comecemos por ilustrar a situagao
recorrendo a figuras.

@ 0 O © @0 © 0@

® O O ©O®O0 ©0®

Para a situacao ilustrada no lado esquerdo temos 4! maneiras de permutar os 4 amigos da Joana
e do Rui nos 4 lugares sobrantes. Como a Joana e o Rui também podem ficar sentados em
frente um do outro nos lugares do meio ou do extremo direito e trocar de lugar entre si de 2
modos, como ilustrado na figura seguinte



http://bit.ly/problink15

3.1 Definicdo de limite

Definicdo 3.1 — Definicdo de ponto aderente
Dado um conjunto A C R e a € R, a é um ponto aderente de A quando existe uma sucessao
(z5,) de elementos de A tal que limz,, = a.

Definicdo 3.2 — Definicdo de limite de uma funcdo segundo Heine

Seja f uma fungao real de variavel real de dominio Dy, b € R, a € R, a = +00 ou a = —oo.
Se a é um ponto aderente de D, a = 400 ou a = —oo diz-se que lim f(z) = b se e s6 se para
r—ra

toda a sucessao (z,), de termos pertencentes a Dy, convergente para a, lim f (x,) = b.
Note-se que b € R, b = 400 ou b = —o0.

Define-se limite a esquerda de a com lim f|_ q/(z) e denota-se por lim f(z).
T—a ’ r—a~
Define-se limite a direita de a com lim fl, 4oo[(7) e denota-se por lim_ f(z).
r—a ’ r—at

Teorema 3.1 — Existéncia de limite
Seja f uma funcao real de variavel real de dominio Dy e a € R.

e se a ¢ um ponto aderente de Dy, a ¢ Dy e os limites lim f(x) e 1im+ f(z) existirem e
Tr—a~ r—a
forem iguais entdao lim f(z) existe e lim f(z) = lim f(z) = lim f(z).
T—a Tr—a r—a— r—at

e sea € Dy eoslimites lim f(z) e lim f(x) existirem e forem ambos iguais a f(a) entao
T—a~ z—at

ilir(ll f(x) existe e ili}r(ll f(z)= lim f(z)= 1im+ f(x) = f(a).
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Problema resolvido 3.21 — Metas curriculares
Seja (v,) uma sucessao tal que limv,, = +oo. Justifica que:

2 2
3.21.1 lim (v, + 3n — 10) = +o0; 3.21.2 lim <_vnu> = —o0;
n+1
3.21.3 lim (—v,, +sinn — 3) = —oc.
Resolucdo:

3.21.1 Como 3n — 10 >0 & n > % entao v, +3n — 10 > v,, Vn > 4. Como limv, = 400
entdo, pela Proposi¢ao 3.8, lim (v, + 3n — 10) = +0c0.

3.21.2

2n? 2n? 2n?
lim <—anT+1n> = lim (—v,) x lim Z—:_ln = lim (—v,) x lim %

= lim (—v,) X lim(2n) = —oo X (+o00) = —oc.

3.21.3 Comecemos por notar que —1 < sinn < 1 = —4 < sinn —3 < -2, Vn € N. As-
sim, como lim (—v,) = —oco e —v, +sinn — 3 < —v,, Vn € N entdo, pela Proposigao 3.8,
lim (—v,, +sinn — 3) = —o0.

Problema resolvido 3.22 — Metas curriculares

sem calcular limites.

n

Mostra que lim —— < lim
B n-+3 n

Resolucdo:

Comecemos por notar que, como n+3 >0 en+4 > 0 para todo o n € N entao

2 3
n < " <:>2n2+8n§3n2+9n<:>n2+n20<:>n+120<:>n2—1.
n+3 n+4
. .. - . 2n . 3n
A condigdo n > —1 é universal em N. Logo, pela Proposi¢ao 3.8, lim —— < lim .
n+3 n+4
|
Problema resolvido 3.23 — Video disponivel em bit.ly/contlink 14 (=135 =
Calcula cada um dos seguintes limites: &
3.23.1 lim (2°+ 3z +2) 3232 lim (2°-3z+2) 3233 lim (42° — 3z —2°)
T—+00 Tr—+00 T——00 9
3+7 2 5
3234 lim (92— 4222 —24%) 3235 lim o0 3236 lim —o 2T
T——00 ) z—+oo 2 1— T s z——oo T° + 3x + 2
3237 lim — 3238 lim (— x —
z——0co 3 4+ 9 z——oo \ 2 4 — 2z
Resolucdo:

As alineas 3.23.2, 3.23.3 e 3.23.4 utilizaram o Teorema 3.5 na sua resolucao:

lim (aO:L‘” +az" N+ 4 ayr+ an> = lim (apz").
T—F00 z—r£00
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Na figura ao lado esté representado parte do grafico de

uma fungao f.
1
Seja {z} a sucessdo de termo geral z, =1+ —.
n

Com base no grafico de f podes afirmar que lim f (u,) é

igual a: . _
(A) 1 B0 (C) 2 @4 HA32Al 5 6%
—2
73,

Problema proposto 3.3 — Metas curriculares
Seja (uy) uma sucessao tal que limwu,, =0 e u, >0, Vn € N.
Afirma-se que:

Y i — _

(i) lim o +00;

. LT

(ii) lim (un sin ﬁ) =0;
(iii) Nao existe lim ((—1)"uy,).
Entao:
(A) (i) e (iil) sao falsas (B) Apenas (ii) e (iii) s@o verdadeiras
(C) As afirmacoes sdo todas verdadeiras (D) Apenas (iii) é falsa
Problema proposto 3.4
Na figura ao lado esta representado parte do gréfico da vt
funcao f decrescente em R cujo grafico admite a reta de
equacao y = 3 como assintota horizontal e um tridngulo
[OAB]. Sabendo que O é a origem do referencial, A(4,0)
e B pertence ao grafico de f e tem abcissa a podemos
concluir que a area do tridngulo [OAB] quando a tende f
para —i—w é: A L S A S A ———
(A 4 (B) 6
(©) +o0 (D) 12 R
(0] A T

Problema proposto 3.5 — Metas curriculares
Relativamente a uma func¢ao f continua em [0, 1] afirma-se que:

(i) lim ((x?’ —1) f(z)) = 0;

z—1
(ii) f tem um tunico zero em [0,1] se f(0) x f(1) < 0;

i) tim L& g,

r—+oo I

Entao:
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4.1 Taxa média de variagcdo

A taza média de variagdo de uma fungao real de varidvel real
f no intervalo [a,b] é dada por f

f(®) — f(a)
b—a

=
==

tmpap) =

N

o
(=p)
8

Em termos fisicos, a taxa média de variagao corresponde, em
linguagem corrente, a velocidade média de f em [a, b].

Em termos graficos, corresponde ao declive da reta secante
ao grafico da fungao nos pontos de abcissas a e b.

/

Figura 4.1: Reta secante ao gra-
fico de f.

Exemplo: Dada a funcio definida por f(z) = 2 — 4 a taxa média de variacdo de f no intervalo

[0,2] é dada por

f2)—f(0) _0—(—4)
2-0  2-0

Em termos graficos significa que o declive da reta secante ao grafico de f nos pontos (0, f(0)) e

(2, f(2)) tem declive 2.

tmv[og] = = 2.

Video: Podes aceder no enderego bit.ly/derivlink]l ao video de exposi¢ao da presente ._ﬁum
seccao. El
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e Define-se velocidade instantdnea de P no instante ¢ € I na unidade L/T como p'(t), caso
exista.

e Dados dois instantes t; < to de I, define-se aceleragcdo média de P no intervalo de tempo
(to) —p' (¢
[t1,1] na unidade L/T? como M
ta —t1
e Define-se aceleragio instantdnea de P no instante ¢t € I na unidade L/T? como p”(t),
caso exista.

Exemplo: Uma bola foi lancada verticalmente, no sentido ascendente, a 1 metro do solo. Apos
t € [0,2.5] segundos a distancia da bola ao solo, em metros, ¢ dada por p(t) = 40t — 16t> + 1.
Como a sua velocidade no instante ¢ é dada por v(t) = p/(t) = 40 — 32t entdo a velocidade da
bola no instante inicial é v(0) = 40 — 32 x 0 = 40 metros por segundo. Como a sua aceleracao
no instante ¢ é dada por a(t) = v'(t) = —32 entdo a sua acelerac¢ao ¢ sempre igual a —32 metros
por segundo ao quadrado.

4.8 Exercicios de escolha multipla resolvidos

Problema resolvido 4.1
A figura ao lado representa um reservatorio com quatro

metros de altura. Considera que, inicialmente, o reser-
vatorio estd cheio de dgua e que, num certo instante, se S
abre uma valvula e o reservatério comeca a ser esvaziado.
O reservatorio fica vazio ao fim de doze horas. Admite
que a altura, em metros, da dgua no reservatoério, ¢ horas T

3

apos este ter comecado a ser esvaziado, é dada por m
t (1
4— — se0<t<3
()= ’
MEZ168 s ci<o .
——— se
3t — 51 - =

4.1.1 Qual é a variacao da altura da adgua no tanque (em metros) entre o instante inicial e apos

4 horas?
1 _12 ©) 12 4
(A) 3 B 39 (D) 39

4.1.2 Qual é a variagao média da altura da agua no tanque (em metros) entre o instante inicial
e apo6s 4 horas?

4 _n (©) —12 L4
A 3 (B) 39 D) 39

4.1.3 Podemos afirmar que no intervalo [0,4] a altura da dgua

(A) diminuiu a uma velocidade de aproximadamente 0.28 m/s
(B) aumentou 3 metros
(C) diminuiu a uma velocidade média de aproximadamente 0.28 m/s

(D) diminui de uma forma cada vez mais lenta

Resolucdo:
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5.2 Leidos senos e dos cossenos

Teorema 5.1 — Lei dos senos

Num tridngulo de d4ngulos internos «, S e -y, cujos lados opos-
tos medem respetivamente a, b e ¢ tem-se:

sina  sinf  sinvy

a b c

Teorema 5.2 — Lei dos cossenos - Teorema de Carnot

Num tridngulo de lados de medidas a, b e ¢ e com o angulo «
oposto ao lado de medida a tem-se:

¢ a
a? =b? + 2 — 2bc cos a.
«
b
5.3 Angulos de referéncia

o 30° 45° 60°
: 1 V2 V3

sin « 5 5 5

cosa V3 v2 !

2 2 2

3
tan % 1 V3
Tabela 5.1: Tabela trigonométrica dos dngulos de referéncia
=

Video: Podes aceder no enderego bit.ly/triglink2 ao video de exposi¢ao da presente secgio.
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5.8 Funcodes trigonométricas inversas

5.8.1 Arco-seno

. .o~ . ~ . ™ T , ~
Considera-se a restrigao principal da fungao seno sin : {—5, 5] — [=1,1]. Como é uma fungao
bijetiva entdo admite inversa. A sua funcao inversa chama-se arco-seno e define-se como

. T
arcsin : [—1,1] — {—5, 5]
r +— y=arcsinx

“arcsin x” lé-se o angulo cujo seno é x e é um angulo
do 1.° ou 4.° quadrantes com amplitude no intervalo

T
[——, —} . Nestas condicoes verifica-se:

272 y = arcsin(z)
sinz =y & x = arcsin y.

O grafico da funcdo inversa f~! de uma funcio in-
jetiva f pode obter-se por simetria do grafico de f !
relativamente a reta de equagao y = x. Deste modo, :

um ponto (a, f(a)) do grafico de f corresponde ao :

ponto (f(a),a) do grafico de f~1. O grafico da funcio i
arco-seno é portanto construido a partir do grafico da R
restricao da funcao seno por reflexao segundo a reta

:1:’

[EEUR D

y= B} - ) Figura 5.16: Gréfico da fungao arco-
Assim, o grafico da funcao arco-seno é o que se apre-

. seno.
senta na Figura 5.16.

5.8.2 Arco-cosseno

Considera-se a restri¢ao principal da fung¢ao cosseno cos : [0, 7] — [—1,1]. Como é uma fungao
bijetiva entdo admite inversa. A sua funcdo inversa chama-se arco-cosseno e define-se como

arccos : [—1,1] — [0, 7]

T F Yy =arccosr

“arccos x” 1é-se o angulo cujo cosseno é x e é um an-
gulo do 1.° ou 2.° quadrantes com amplitude no in-
tervalo [0, 7]. Nestas condigbes verifica-se:
COST = Y < T = arccos y.

O grafico da fungao arco-cosseno é construido a partir y = arccos(z)
do grafico da restrigao da fungéo cosseno por reflexao
segundo a reta y = z. A Figura 5.17 apresenta a
representacao grafica da fungao arco-cosseno.

x
1

Figura 5.17: Gréfico da fungao arco-
€osseno.
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Problema resolvido 5.9

) —1
Considera a fungao definida por f(z) = *™*. Entao, lim & é igual a:
2—0 sin(2z)
1
(A) 0 (B) 2 © -2 (D) B
Resolucdo:
) f($) -1 ) esina: -1 (%) ) esina: -1
lim —"—— = - < lim—
z—0 sin(2x)  z—0 sin(2x) 2—0 2sinz cos x
. esmT_1 1 ey —1 1
= lim —— x lim = lim X — Mudanca de variavel sinx =y
z—0 sinz z—02cosx y—0 gy 2
1 1
=1x-==
2 2

Podemos concluir que a opcao correta é a (D).

Problema resolvido 5.10
Na figura seguinte esté representado num referencial orto- hY
normado zOy parte do grafico das fungoes definidas por 1
f(z) =1+sin(2z) e g(z) =1 — cosz.

As abcissas dos pontos P e () assinalados na figura sao
respetivamente:

v

7 T T 7 3 5 T 3
A) — — B) — e - - - D) —e -
()67re2 ()2e67r (C)27Te671' ()2627['
Resolucdo:

Para determinar os pontos de intersecao dos dois graficos vamos resolver a seguinte equagao:
f(z)=g(x) & 1+sin(2x) =1 — cosx < sin(2x) = — cosx
0 ™
< COs <§ — 2x) = cos(m — x) sina = cos (5 - a) —cosa = cos(m — «)

<:>g—2m:7r—m+2k7r\/g—2m:—(71'—m)+2k:7r,k‘€Z ver (5.6)

3
<:>—£U:g+2k7‘1‘\/—3$:—§ﬂ'+2]€ﬂ',k‘62

2
@x:—g—%WVx:g—§M$€Z

Como as abcissas dos pontos P e () assinalados correspondem &s primeiras duas solugoes positi-
vas da equagao anterior valos atribuir valores inteiros a k£ em cada uma das familias de solugoes
para as obter.
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Um outro modo de determinar AC é através da Lei dos cossenos.
e 5 . _ _ 3
BC® =AB° + AC" — 2AB x AC cos (30°) < 10> = 72 + AC° — 2 x 7 x AC x g
— — —  TV3+t 147+ 204
& AC? — TVFAC — 51 = 0. 4C = 1Y3 =
—— TV3+£B51 . 734339
s A C=—"F"""—cAC=——7——.
2 2
O perimetro do triangulo [ABC] é portanto (17 + 72ﬁ + @) cm.
|
Problema resolvido 5.20 — Video disponivel em bit.ly/triglink 15
Considera o tridngulo da seguinte figura, onde x € |0, 180°]. B
5.20.1 Mostra que BC = /41 —40cos .
5.20.2 Nas alineas seguintes, considera C = 60°.
_ §
5.20.2.1 Mostra que BC' =2 + v/13. 10
5.20.2.2 Mostra que cosx = %.
5.20.2.3 Determina sin z. X
A 4 cm C

Resolucdo:
5.20.1 Pela Lei dos cossenos,

BC® = AB> + AC” — 948 x AC cos z
< BC =4+vV16+25—2x 4 x 5cosx
& BO = ++/41 —40cos x

Logo BC = ++/41 — 40 cos z.

5.20.2.1 Pela Lei dos cossenos,

EZ:B—C’z—i—EQ—QB—CxA—CcosﬁOO@25:B—CQ+16—2><B—C><4><%
e BC?—4BC —-9=0« BC =2+ /13.

Como BC > 0 entdao BC = 2 + /13.

5.20.2.2 Por 5.20.2.1,

BC? =41 —40cosz < 4 + 4v13 + 13 = 41 — 40 cos z

24 — 4+/13 6 —+13
—————— > C0ST = ——.

< COST = 10 10
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|
—_
‘\
=+
o
3
N
3
Ky

|
Problema resolvido 5.51 5 ]
Seja f a funcdo definida em —;T o [po r f(z) = % Ay
5.51.1 Estuda f quanto & monotonia e determina os seus
extremos. f
A B

5.51.2 Estuda f quanto a existéncia de assintotas do seu
grafico.

Ky

5.51.3 Na figura ao lado esta representado parte do gra-
fico de f e o tridngulo [ABC]. Sabendo que os
pontos A, B e C s@o os pontos do gréafico de f
tais que os pontos A e B tém ordenada 0 e que o
ponto C tem ordenada —1, determina a area do
triangulo.

Resolucdo:
5.51.1 Para estudar a monotonia de f em Dj =

recorrendo as regras de derivagao (g) = f,g L9 L (f+9) =f+d e(sinf) = fcosf:

. / . .

() sinz cosz(1l + sinz) — sinx cos x
xr) = =
1+sinx (1+ sinx)?
_ COSZT +cosxsinx —sinzrcosr CoS T
(1 + sinx)? (1 +sinz)?’
Deste modo,

f(z)=0% % =0ecosz=0A(1+sinz)?#0

@x:g—}—kﬂ',k:GZ/\sinx;'é—1<:>x22+k7T,k:€Z.
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Problema resolvido 5.52 — Adaptado de exame
Na figura seguinte esté representado a sombreado um poligono [CDEH] tal que E

e [ACFG] é um quadrado de lado 1;

e CD=DE =12

e AHF é um arco de circunferéncia e o
ponto H desloca-se neste arco de tal forma
que se verifica sempre que [HB] L [AC];

e 7z designa a amplitude em radianos do an-

gulo BéH;

5.52.1 Mostra que a area do poligono [CDEH] ¢ dada em fungao de x por
A(z) =sinz + cosz + 2 para z € |0, 5.

5.52.2 Determina o valor de x para o qual a area é maxima. Calcula o valor da area maxima.

5.52.3 Calcula A(0) e A (%) e enquadra os valores obtidos no contexto do problema.

Resolucdo:

5.52.1 Vamos determinar a area do poligono [C DEH| através da seguinte igualdade:
Aicpen) = ABpen) — ABcH)-

Tendo em consideragao as definigdes das razdes trigonométricas de um angulo agudo (ver sec-
¢ao 5.1) temos

BH BH —_
sing = — <& sine = — < BH —sinx.
CH 1
BC BC
COST = —— & cosx = — & BC =cosx
CH 1

Deste modo, como [BDEH] é um trapézio temos

B+b DE+BH ——
ABpEH] = —5 X h = — X BD

2+sinx 4+ 2cosx +2sinx + sinx cosz
:Tx(Q—i—cosw): 5 .

A area do triangulo [BCH] é

A _BXh_B—Cxﬁ_cosxxsinx
[BCH] — 2 - 2 - 9 .
Por ultimo, a area do poligono [CDEH] é

442 2 si i X si
A[CDEH}: + 2cosx + s;nx—i—smxcosw_cosxzsmx:2+Cosx+sinx

e ficou provado o pretendido.
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Problema resolvido 5.53

Um tanque de transporte de gasolina tem a forma de cilindro com 1.5 m de raio e 5 m de
comprimento. Na figura em baixo mostram-se diferentes perspetivas do camiao e uma sec¢ao

do cilindro quando o tanque ja nao esté cheio.

5.53.1 Qual é o valor de C'D se o depdsito estiver cheio?

5.53.2 Calcula a area do rectangulo do plano da superficie

da gasolina dentro do tanque quando CD = 2 m.
Faz o mesmo para CD =1 m.

5.563.3 Calcula a area do rectangulo do plano da superficie

da gasolina dentro do tanque em funcao de x, onde
x = DOA. Entre que valores varia z?

Resolucdo:

5.53.1 Se o deposito estiver cheio temos C'D = 3 m uma vez que este é o didmetro do circulo.

5.53.2 A Figura 5.28 ao lado ilustra a sec¢ao do cilindro
quando CD =2 m.
Pelo Teorema de Pit4dgoras temos

AC* +CTO° = A0° & AC” +0.5% = 1.52
< AC = +v2.25 — 0.25
= AC = +V2.

Deste modo, a superficie do rectangulo do plano da su-
perficie da gasolina dentro do tanque tem dimensoes

2\/§mx5measuaéreaé10\/§m2.
A Figura 5.29 ao lado ilustra a secgao do cilindro quando

CD=1m.

Se CD = 1m, como OD = 1.5 m entdo OC = 0.5 m.
De forma andaloga, pelo Teorema de Pitdgoras temos
AC =2 m.

Deste modo, a superficie do rectangulo do plano da su-
perficie da gasolina dentro do tanque tem dimensoes
2\/5 m X 5 m e a sua area é 10\/§ m2. B portanto a
mesma area que no caso anterior.

Figura 5.28: Seccéo quando CD =2 m

D
Figura 5.29: Seccéo quando CD =1m




‘.f.,"‘». ‘ ! ] N e
m
N

Pl 6. Funcoes exponencial e logaritmica
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6.1 Juros compostos e nimero de Neper

Proposicdo 6.1 — Juros compostos

Sejam r um numeros real, 7' uma unidade de medida temporal e n € N. Dado um capital

inicial Cy aplicado com juros compostos a uma taxa de juro de r% a T, o capital disponivel
n

ao fim de n periodos de tempo T é igual a C,, = Cy <1 + ﬁ) .

Exemplo: Dado um capital inicial de 1000 euros aplicado com juros compostos a uma taxa de juro

3 5
de 3% ao ano, o capital disponivel ao fim de 5 anos é igual a C5 = 1000 (1 + ﬁ) ~ 1159.27.

Definicdo 6.1

n
Designa-se por nimero de Neper e representa-se por e o limite da sucessao u, = <1 + —) :
n

) \"
lim <1 + —) =e.
n

k n k Un
Nota: lim <1 + —) = ¢ e lim (1 + —) = ek, para k € R e v, uma sucessao tal que
n Un

lim v,, = +o0.

2

3 n 92 n“+1
Exemplo: lim (1 + —> =¢e3 e lim <1 + ) =2
n

n?+4+1
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Ine

1 B 1 1 1 1 Inz
ln\/E—i—lng—}—long—lnm—{—lne —i—m Va=a?; a =~ log,z = —
1 1+ 1 o 0
T2 In 2 Pt T
1 n 1
2 In2
Podemos concluir que a opcao correta é a (A).
|
Problema resolvido 6.7
Selnz=1+Iny, z > 0, y > 0 entao:
x x
A 2 =e B) = =1 O z=1+y D z=y
Y Y
Resolucdo:
hx=14+hyehes—-—lny=1
& In r_ 1 log, z — log, y = log,, L
Yy Yy
x
& — =e. Definigao de logaritmo: log, z =y < = = a¥
Yy
Podemos concluir que a opcao correta é a (A).
|
Problema resolvido 6.8
O conjunto solucao da equagao In(x — 3) + In(z — 1) = 31In2 &
A {6} ® {-1,5} © {1,3} ® {5}
Resolucdo:
O dominio da condiggo ¢ D ={x € R: 2 -3 >0Az—1> 0} =]3, +o0].
In(x —3) +In(z —1) =3In2
In((zx—3)(z—1))=In 23 log, = + log, y = log, (vy); nlog, z = log, ="

22— 1 — 3z +3=8Az€D Propriedade 6.5
22 —4x —5=0Axz €D

(x==-1Vz=5)AxzeD

r ¢ ¢ ¢ ¢

r = 5.
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Problema resolvido 6.12 5
€8T ¢ g uma fungao tal que g(7) = =me g (1) = —2¢V3,

Seja f uma fungao definida por f(x) = e 5

Entao (fog)(m) é:
3 -3 3
2 ® ¢ © -3 D) %

S

3

Resolucdo:
O Teorema da derivada da fungdo composta (Teorema 4.3) garante-nos que

(f 0 g)'(m) = g'(m) x f'(g()).

Pelas regras de derivacio (e )/ = flef e (cos f)' = —f'sin f temos que

f/(.%') — (ecosz)/ — (COS w)/ecosa: — _ gin re®s?,
Deste modo

g (m) x f'(g(r)) = —9¢V3 % f <27r> — —92¢V3 x (— sin 277)) ccos(§7)
V3

Podemos concluir que a opcao correta é a (D).

6.7 Exercicios de desenvolvimento resolvidos

Problema resolvido 6.13 — Metas curriculares
O capital acumulado M, por um capital C, que é investido durante ¢ anos a uma taxa anual
nominal %, com capitaliza¢oes n vezes por ano é dado pela formula:

M=c(1+ -1\
- <+100n)'

Calcula o capital acumulado ao fim de 4 anos e 5 meses por um capital de 5000 euros, calculado
a uma taxa anual nominal de 4% com:

6.13.1 capitalizagOes anuais;
6.13.2 capitalizagoes trimestrais;
6.13.3 capitalizagdoes mensais;

6.13.4 capitalizagoes continuas.

Resolucdo:
5 _ 53

Como 5 meses ¢ igual a 35 anos, entao 4 anos e 5 meses sao (4 + 1—52) =1

53
6.13.1 M = 5000 (1 + 14%) 12~ 5945.67.
O capital acumulado é de aproximadamente 5945.67 euros.

anos.

4 4><%
6132 M = 5000 (1+ o) ~ 596013,
O capital acumulado é de aproximadamente 5960.13 euros.

6.13.3 Neste caso temos
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Problema resolvido 6.17 — Video disponivel em bit.ly/exploglink 10 (=l
Calcula: E—:ﬁ

6.17.1 log, 16 6.17.2 log;, 100 6.17.3 logs 125 6.17.4 log, 64
6.17.5 logs & 6.17.6 log, 81 6.17.7 logs 243 6.17.8 logy 1
6.17.9 logy & 6.17.10 log, v/2 6.17.11 log, V4 6.17.12 log, 15
6.17.13 log, 25 6.17.14 log, (v8)?  6.17.15 In¢® 6.17.16 In {/e
6.]7.l7lnﬁ 6_17_181n$ 6.17.19 log 1000 6.17.20 log v/10—3
Resolucdo:

Vamos comegar por utilizar a definigao de logaritmo:

log,z =y < z=aY, paraa € RT\ {1}

6.17.1 logs 16 =y <2V =16 2V =2t & ¢y = 4.
6.17.2 logy, 100 = y < 10Y = 100 & 10Y = 10% < y = 2.
6.17.3 log; 125 =y < 5Y = 125 & 5Y = 53 < ¢y = 3.
6.17.4 log,64 =y < 2V =64 = 2Y =20 = 4y = 6.
6.175 loggg =y =¥ =53 =32 y=-2

6.17.6 log;8l =y = 3V =813V =3 <y =4.

Apliquemos agora a seguinte propriedade:

log, a¥ =y, para a € RT \ {1}

6.17.1 logy 16 = log, 2* = 4
6.17.2 logy 100 = logy, 10? = 2
6.17.3 log; 125 = log; 5% = 3.
6.17.4 log, 64 = log, 26 = 6.
6.17.5 logz § = logg 372 = —2.
6.17.6 logs 81 = logs 3% = 4.
6.17.7 logs 243 = log, 3° = 5.
6.17.8 logs 1 = logy 3° = 0.

6.17.9 logs o = logy 374 = —4.



http://bit.ly/exploglink10
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YA

o ponto A tem coordenadas (2,0);

o ponto B tem coordenadas (4,0);

o ponto C pertence ao grafico de f e tem
de abcissa a, onde a €]0, 400l

o ponto B tem coordenadas (2,0);

o ponto D pertence ao eixo Oy e tem a
mesma ordenada que C;

o ponto E tem coordenadas (0,6). CI @ A E

6.55.1 Mostra que as areas dos tridngulos [ABC] e [C DE] sao dadas, em funcao de a, por
a(6 — f(a))

Apapo) = fla) e App = ——
6.55.2 Mostra analiticamente que existe um valor de a no intervalo ]1,3[ para o qual os trian-
gulos [ABC| e [CED] tém areas iguais e, recorrendo a calculadora grafica, determina a
sua aproximagao as centésimas.

6.55.3 Calcula lirll f(a) e interpreta o valor obtido no contexto do gréafico de f e da area do
a—r—+00

triangulo [ABC.

6.55.4 Determina, recorrendo a processos exclusivamente analiticos, o valor de a para o qual a
area do triangulo [ABC] é méxima. Determina o valor maximo da area.

Resolucdo:

6.55.1 As areas dos triangulos [ABC| e [C DE] sao dadas em fungao de a por:

Aiapc) = A5 >;f(a) = 2f2(a) = f(a) e Aicpr=

CD xDE _ a(6 — f(a))
2 N 2 '

6.55.2 Para as areas serem iguais tem que se verificar a seguinte igualdade:

f(a) — a(6 _2f(a)) o f(a) _ a(6 _2f(a)) = 0.

Seja g a fungao definida por g(a) = f(a) — M.

Provar o que é pedido equivale a provar que g tem pelo menos um zero em |1, 3].

f é continua em ]0, +o00[ por ser a soma e quociente de fungdes continuas.

Como g é a diferenga, produto e divisao de fungoes continuas entao também é continua em
10, +o0.

Logo g é em particular continua em [1, 3].

In 1 1
Como f(2) = — 2+6=3ef(3)= ni ot

entao
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6.41.3 Calcula . hT C(t) e interpreta o seu valor no contexto do problema.
—+o00

Problema proposto 6.42

Uma catenaria é a forma que um cabo assume quando
é suportado pelas suas pontas e sofre apenas a agao
do seu peso. Uma forga aplicada em qualquer ponto
da curva é dividido igualmente por toda a curva. Por
esse motivo é usada desde a antiguidade para a cons-
trucao de arcos nos monumentos. Atualmente é espe-
cialmente utilizada na engenharia civil e na arquite-
tura. A figura seguinte mostra o arco de Saint Louis
nos Estados Unidos que representa uma catenéria in-
vertida quase perfeita. Considera que os pontos de
ordenada nao negativa do grafico da fungao definida
por

r z
flx)=-20 <e40 +e 40) + 230

num referencial ortonormado representam o arco,
com as unidades em metros.

6.42.1 Sabendo que o eixo dos xx representa o solo, utiliza as potencialidades da calculadora
grafica para obter, com aproximacao as décimas, o dominio da funcao no contexto do
problema e o grafico de f.

6.42.2 Determina, com base na alinea anterior, a distancia entre os dois “pés” do arco com
aproximacao as décimas.

6.42.3 Determina, por processos exclusivamente analiticos, o méximo absoluto de f e interpreta
o valor obtido no contexto do problema.

Problema proposto 6.43
Seja g a funcao real de variavel real definida por

1

g(x)= zer sex <0
e?—1 sex >0

6.43.1 Mostra que g é continua para x = 0 e que nao tem derivada neste ponto.
6.43.2 Carateriza ¢'.

) - 11,

6.43.3 Poderés garantir pelo Teorema de Lagrange que c €] — 1,1[: f'(c) = 5

6.43.4 Estuda g quanto ao sentido de variagao.

6.43.5 Determina a equagao da reta tangente ao grafico de g no ponto de abcissa 1.

6.43.6 Caleula lim 219() — 9]

r—1 r—1




8. Complexos

8.1 Corpo dos nimeros complexos

Definicdo 8.1 — Corpo dos nimeros complexos

Dados (a,b), (c,d) € R2, define-se operacio aditiva «+» e multiplicativa «x» por (a,b) +
(c,d) = (a+c,b+d) e (a,b) x (¢,d) = (ac — bd,ad + bc). O conjunto R?, quando munido
destas duas operagoes designa-se corpo dos ntimeros complexos e representa-se por C.

e As operacgbes «+» e «X» sdo associativas, comutativas.
e (0,0) e (1,0) sao os elementos neutros de «+» e «X» respetivamente.

e «x» é distributiva em relacao a «+».

e Dados (a,0), (¢,0) € R? como (a,0) + (¢,0) = (a+¢,) e (a,0) x (c,0) = (ac,0) entdo R é
um subconjunto de C.

e Associamos a cada z € R o par ordenado (x,0) € e representamos o ntimero complexo
(x,0) por x.

Definicdo 8.2 — unidade imagindria

Representamos o namero complexo (0,1) por i e designamo-lo por unidade imagindria.
2

1°=—1.

8.2 Forma algébrica de um nimero complexo

Definicdo 8.3 — Forma algébrica dos nimeros complexos
Um nitimero complexo é da forma x +yi, v € R, y € R e i = y/—1 é a unidade imaginaria.
O conjunto de todos os nimeros complexos é

C={x+vyi|zeRyecR}
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Algoritmo 8.1 — Representacdo de um complexo na forma trigonométrica
Dado um namero complexo na forma algébrica x + yi, para o representar na forma trigonomé-
trica devemos seguir os seguintes passos:

(i) Representar o nimero complexo no plano de Argand,

(ii) Determinar o seu argumento principal com base na Figura 8.4;
(iii) Calcular o seu médulo p = /22 + y2;
)

(iv) Escrever a conclusao: x 4 yi = pe®d.

Exemplo: Na Figura 8.5 esté representado o complexo Im

1 4+ v/3i no plano de Argand.

Como o afixo de 1 4 v/3i pertence ao 1.° quadrante, pela V3

Figura 8.4 temos %
H:tan_lézg. o 1 Re

Como |1+ /3i| = 12+(\/§)2:\/Z:269:§ent50

X
L+ \/gz =2e'3. Figura 8.5: Representacao geo-

métrica do complexo

1+ /3i.

Proposicdo 8.4 — Igualdade, conjugado e simétrico de um complexo na forma trigonomé-
trica

Sejam z; = ,016@'19 € z9g = erég dois nameros complexos. Entao,

¢ 21 =205 pr=p N0y =054 2knm, k€ Z.

e Se z = peie entao zZ = pe‘w e —z = pei(ﬂ+9)_

Exemplo: Sejam z; = 4e'3 e 29 = 2re'®,
Entao,

21:,22<:>2r:4/\0z:%+2k:7r, k:GZ<:>T:2/\a:§+2k7T, keZ.

. . s 4
Por outro lado, z7 = 4e™ '3 ¢ —21 = 4617 +5) = 46i57,

Video: Podes aceder no enderecgo bit.ly /complexoslink2 ao video de exposigao da presente &
Secgao.

8.6 Operacées com nimeros complexos na forma trigonométrica

Podemos efetuar as operacoes de multiplicacdo, potenciagdo e divisao de nimeros complexos
diretamente a partir da sua forma trigonométrica. As vantagens incluem a simplicidade e enqua-
dramento geométrico.


http://bit.ly/complexoslink2
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Resolucdo:
De acordo com a Proposigao 8.10 as raizes ciibicas de w = pe'® sao dadas por

a+2km

zk:{”//_)ei( 3 ),kG{O,l,Q}.

- o421 - a44T
Temos portanto zo = /pe's, z1 = pe' Ear 2y = pe’ E
Assim, pela Proposicao 8.5 temos

20 X 21 X 29 = (\3/5)3 e(%—i_%-i_%) = pe%ﬂ— = p.

A resposta correta é a (D).

Problema resolvido 8.11
Qual das seguintes regioes representa a condigao em C

|z — 3] §4/\Re(22) <07

A (B)

©) ()

Q Re 0 Re

Resolucdo:

Como a condigao |z — 3| < 4 & |z — (3 4 0i)] < 4 representa os pontos interiores ou na
circunferéncia centrada no ponto (3,0) e raio 4 entdo a hipotese (A) é afastada.

Uma vez que a condigao Re (zz) < 0 nao se enquadra com nenhum dos tipos de condigbes
apresentados na Secgao 8.7 entdo vamos substituir z por x + yi e desenvolver a condicao:

Re((x+yi)2) SO@Re(xZ—i-Qxyi—yQ) <0e22-y?<0

Sx-—y(lr+y) <0 (z—y>0~Ax+y<0)V(z—y<0Az+y>0)
Sy<zsAy<-—z)V(yzazAy > -—x).
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Problema proposto 8.4 Im

Na figura seguinte estdo representadas no plano de Argand
as rafzes quartas de um ntimero complexo w.

Qual é o valor de ! + 21 + 237

20
Re

(A) 2 (B) —1
C) —1 D)1
Problema proposto 8.5
Seja P o conjunto de ntimeros complexos cujas imagens no
plano de Argand formam a regido a sombreado na figura.
Qual das seguintes afirmagbes pode ser verdadeira?
A P={zecC:|z]<4ARe(z) <2A|z| > |z+1-2i|}
(B) P = {ze@:—%wgarg(z—2+%i) g—g

2 4 Re
C)P={2€C:|z|<4ANRe(z2+3—-2i) <H5A|z| <|z2+1—-2i
(D)P:{ZGC:—%wgarg(z—2—%i)g%w} |1
Problema proposto 8.6
Seja z uma raiz indice 6 de um complexo w.
Qual dos seguintes ntmeros é igual a 28 x @?
(A) w? (B) 0 ©) 1 (D) |wl|?

Problema proposto 8.7
Seja z um complexo cujo afixo pertence a bissetriz dos quadrantes impares. Qual das seguintes
figuras pode representar as raizes ctubicas de z7

A) (B

Im




9. Logica e conjuntos
dh._ . FYRY T

Proposicdo 9.1 — Principios e lei

e principio da nao contradi¢do: uma proposi¢do nao pode ser verdadeira e falsa ao mesmo
tempo, isto é pA ~ p < f.

e principio do terceiro excluido: uma proposicao ou é verdadeira ou é falsa, isto é
pV ~ps .

e lei da dupla negagao: ~~ p & p.

Nota teérica 2 — Operacdes légicas

Pl a|phg p|lqg|pVy
vIiv] v vIiv] v p | ~p
VIF| F VIF| VvV V] F
FlV] F Flv] Vv FlV
F|lF| F FlF| F

Tabela 9.1: Tabelas de verdade da conjuncao, da disjungao e da negagao

pla|p=q plaqg|peg
ViV Vv VIV %4
VIF| F VIF| F
Flv] v Flv] F
FlF| Vv FIF| Vv

Tabela 9.2: Tabelas de verdade da implicagao e da equivaléncia
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Nota teérica 8 — Terminologia e resultados de conjuntos
Podes encontrar na Secgao 1.1 Terminologia e resultados de conjuntos.

9.1 Problemas resolvidos

Problema resolvido 9.1

8 7
Consideremos no universo U = {—\/ 25, =3, T, V7 —} os conjuntos

272
A={V7,-3}, B={-3,71,4,V7},C={4,1} e D = {4, g}
9.1.1 Preenche cada um dos espagos com os simbolos €, ¢, C, D, Z ou =:
(a) —V9....A; (b) 7....U,; (c) C...B; (d) @....D.
(e) @...D; (f) 5....D; (g) B....C; (h) U....B.

9.1.2 Representa cada um dos seguintes conjuntos em extensao e indica o seu cardinal.
(a) AUC; (b) C N D; (c) AUC; (d) A x D.

9.1.2 Indica os elementos de U que pertencem aos conjuntos Z e Q\ Z e os que sao nimeros irracionais.

Resolucdo: Ver resolugao no documento digital anexo ao livro. Solugdo na pagina 529.

Problema resolvido 9.2
Considera as proposicoes:
p: “um quadrado é um retangulo”;
q: “um retdngulo é um quadrado”;
r: “um tridngulo retangulo pode ser isésceles ou escaleno”;
Traduz em linguagem corrente as seguintes proposicoes e indica, justificando, o seu valor l6gico.

9.2.1 pAg;
9.2.2 pV ~r;
923 ~(g=r).

Resolucdo: Ver resolugao no documento digital anexo ao livro. Solugdo na pagina 529.

Problema resolvido 9.3
Prova, recorrendo a uma tabela de verdade, que p = (~ ¢q) & ~pV (~ q).

Resolucdo: Ver resolugao no documento digital anexo ao livro. Solugdo na pagina 529.
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Nota teérica 9 — Racionalizagdo de denominadores
Podemos racionalizar os denominadores com as regras seguintes:

e denominadores da forma a¥/b (a € Z \ {0}, b,n € N): multiplica-se o denominador por

Yo,

e denominadores da forma a¥/b? (a € Z\ {0}, b,n,p € N, 1 < p < n): multiplica-se o
denominador por Vb"P;

e denominadores da forma av/b+ ¢Vd (a,c € Z\ {0}, b,d € N, 1 < p < n): multiplica-se o
denominador por av/b + cv/d (expressio conjugada).

10.1 Problemas resolvidos

Problema resolvido 10.1
Simplifica cada uma das seguintes expressoes numéricas:

10.1.1 3v3—V3+4v3-5v3; 10.1.2 5v27 — 4V/3 10.1.3 V20 + 2v/5 — 3v/180

10.1.4§f%E 10.1.5 /b4 + 2/3; 10.1.6 V64 — 332
3 3 3 3 3 \/3_2 5 3 15 I7
10.1.7 V250 +2V/54 - V16 10.1.8 (V/16) -5 1009 VAx Y3 VAT
s/ 2 28 — 161/3
10.1.10 |/ V2 +3 V4 10.1.11 —= +3V8 10.1.12 Y= 7
V4 V24
Resolucdo: Ver resolugao no documento digital anexo ao livro. Solugdo na pagina 530.
|
Problema resolvido 10.2
Racionaliza o denominador de cada uma das seguintes fracoes:
]02]1- ]022@ 10.2.3 1 1024L
21 7 2. ? 2357 24 57
1 2 2 1
V2 V8 3v2 322

Resolucdo: Ver resolugao no documento digital anexo ao livro. Solugdo na pagina 530.
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Problema resolvido 11.4

Na figura seguinte esta representado num referencial ortonormado Oxyz um paralelepipedo retangulo.
z

Sabe-se que:

e 0 ponto A tem de coordenadas (4,0, 0);
e 0 ponto B tem de coordenadas (4,1, 3);
e o ponto F' tem de coordenadas (0, —8,6).

11.4.1 Determina as coordenadas dos restantes vértices do sélido.

11.4.2 Determina as equagoes paramétricas da reta EB.

11.4.3 Determina a area do paralelepipedo.

11.4.4 Mostra que a equacao geral do plano ABF ¢é 15z — 6y + 2z — 60 = 0.

11.4.5 Determina as equagdes paramétricas da reta perpendicular ao plano ABF que contém o ponto

C.

11.4.6 Determina com aproximagao as décimas da milésima a amplitude do angulo F BC.

Resolucdo: Ver resolugao no documento digital anexo ao livro. Solugdo na pagina 530.

Problema resolvido 11.5

No referencial ortonormado Oxyz da figura esta representado um paralelepipedo rectangulo
[OABCDEFG] cuja base [OABC] esta contida no plano zOy. O plano AEC' ¢é definido pela condigao
6+ 3y +82z—24=0. Z

11.5.1 Determina as coordenadas do ponto E.

11.5.2 Sabendo que D tem coordenadas (0,8,3) deter-

. F, D
mina: |
(a) as equacgdes paramétricas da recta que contém E ! G
. . 1
a diagonal espacial [AD]; bmm e _ y
(b) uma equacio do plano definido pelas diagonais d O ¢
[AD] e [FC]. A Iz

11.5.3 Calcula o valor de a € [—g, Qﬂ de modo que o ponto d# coordenadas
(0, ?, sin (o — 371')) pertenga ao plano AEC.

11.5.4 Determina a area da sec¢io produzida no sélido pelo plano DAG.
11.5.5 Determina uma equacéo vetorial da reta OG.

11.5.6 Determina as coordenadas do ponto de interse¢ao do plano AEC com a reta OG.

Resolucdo: Ver resolugao no documento digital anexo ao livro. Solugdo na pagina 530.




15.1 Exame modelo 1

GRUPO 1

Na resposta aos itens deste grupo, selecione a opgao correta. Escreva, na folha de respostas, o nimero do item
e a letra que identifica a opgao escolhida.

1. Considere uma bandeira com cinco tiras verticais.

Com cinco cores distintas, de quantas formas distintas podemos coloris a bandeira de modo a que nao fiquem
duas tiras seguidas com a mesma cor?

(A) 24 (B) 320 (C) 400 (D) 625

. Seja Q, conjunto finito, o espago de resultados associado a uma certa experiéncia aleatoria.
Sejam A e B dois acontecimentos (A C Qe B C Q).
Sabe-se que:

e P(AUB)=0,8;
« P(B)=0,3
Qual 6 o valor de P (A|B)?
A 1 ®) 0,6 © 0,7 ©) %

. Considere as constantes reais positivas a, b e ¢, com a # 1, tais que

log,2°=b e a* =c

Qual das seguintes expressoes ¢ igual a log, (2¢) — log, ¢?

(A 46— 6 ®) gb—G (©) b+ 2 D) b+ 2b— 6
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2.1. Escolhe-se uma caixa aleatoriamente e extraem-se duas bolas.
Sabendo que a probabilidade de sairem duas bolas azuis é igual a = determine o numero de bolas
verdes existentes na caixa 2.

2.2. Considere agora que as bolas da caixa 1 estdo numeradas de 1 a 6.

Retirando cinco bolas da caixa 1 e dispondo-as, ao acaso, numa fila, a probabilidade de ficarem pelo
menos duas bolas verdes por ordem decrescente de numeragao (juntas ou separadas) é igual a:

80y x50 x 31 4+°Cy x 345 x (3! = 1)
645 :

Elabore uma composi¢do na qual explique a expressao apresentada.
Na sua resposta:

e enuncie a regra de Laplace;

e explique o numero de casos possiveis;

e explique o niimero de casos favoraveis.

3. Na Figura 3 esta representado um modelo que ilustra a posi¢ao de um barco num lago e o solo submerso e
nao submerso envolvente.
O barco esta equipado com um sensor no ponto P que permite medir a sua distancia ao fundo do lago. Admita
que os pontos P e @ estao 0.2 m e 0.3 m abaixo do nivel da agua, respetivamente.

A
2

Y

|y

1‘2 1‘4 1‘6 1‘8 Qb

Figura 3

A altitude do solo, em metros, relativamente ao nivel da dgua do lado é modelizada pela fun¢ao definida por

0.5¢%%% — 507
A P T

onde x representa a distancia & origem do referencial ortonormado utilizado no modelo.
Admita que o modelo é valido para x € [—1000, 1000].

3.1. Determine a distancia do ponto @ ao fundo do lago quando a abcissa de P é 6. Apresente o resultado
arredondado as décimas.

3.2. Determine os valores para os quais tende a altitude do solo quando as abcissas aumentam ou diminuem
muito.
Interprete o seu significado no contexto do problema.

3.3. Para o barco ficar atracado em seguranga na margem do lago a distancia do ponto P ao solo deve ser de
pelo menos 0.5 m. Determine os valores das abcissas de P, arredondadas as centésimas, para as quais
tal situagdo se verifica recorrendo a calculadora gréfica.

Na sua resposta:

e reproduza, num referencial, o(s) grafico(s) da(s) fungio(bes) que visualizar na calculadora, devida-
mente identificado(s);

e indique no(s) grafico(s) o(s) ponto(s) relevantes para a resolugdo do problema arredondados as
milésimas.
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5. Na Figura 2, estéo representados o circulo trigonométrico e um quadrilatero [ABCD].

Sabe-se que: Y

e o ponto B pertence a reta de equacao x = 1;

e o€ } z7r, 27 [ é a amplitude de um angulo orientado cujo lado

4
origem € o semieixo positivo Oz e cujo lado extremidade € a G
semirreta OB. \a
e o ponto A tem coordenadas (1, —1); Q Z

e o ponto D tem coordenadas (0, —1);

e o ponto C' é simétrico de B relativamente a O;

Qual das expressoes seguintes da a area do quadrilatero [ABCD], D
em funcdo de o?

Figura 2

2+ tan o + sin « 1+ tana + cos a

A) 3 (B) 5
(C)2+tangfsina (D)2+tan§+cosa

. . LT
6. Considere o ntimero complexo z = 2icis —.

Qual é o menor nimero inteiro positivo n para o qual 2z é um nimero real negativo?

(A) 10 ®B) 7 ©) 20 D)o

7. Na Figura 2, esta representado um hexagono regular inscrito numa
circunferéncia de raio 5 ¢m e centro Q.
Qual é o valor do produto escalar AD - ﬁ?
25 25
A) —— B) —
(A) 3 (B 3

©) -25 (D) 25

Figura 3

8. Considere as sucessoes (an) e (byn) tais que:

e (an) é uma progressdo aritmética tal que as + ass = k (k € um namero real);

-]

Sabe-se que lim (by,) = k.
Qual é o valor da soma de todos os termos da sucessdo desde o termo de ordem 18 (inclusive) ao termo de
ordem 38 (inclusive)?

e b,=1In

(A) —105 (B) 90 (©) —90 (D) 105
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16.5 Exame nacional 5 - 1.° fase 2017

Versao 1

GRUPO 1

Na resposta aos itens deste grupo, selecione a opgao correta. Escreva, na folha de respostas, o ntumero
do item e a letra que identifica a opgao escolhida.

1. Considere todos os ntimeros naturais de quatro algarismos que se podem formar com os algarismos
de1ad9.
Destes nimeros, quantos sao multiplos de 57

(A) 729 (B) 1458 (C) 3645 (D) 6561

2. Uma turma é constituida por rapazes e por raparigas, num total de 20 alunos.
Sabe-se que:

1
* dos rapazes tem olhos verdes;

e escolhido, ao acaso, um aluno da turma, a probabilidade de ele ser rapaz e de ter olhos verdes
1

é —.
10
Quantos rapazes tem a turma?

(A) 4 (B) 8 ©) 12 (D) 16

3. Na Figura 1, esta representada, num referencial o.n. Oy, parte do grafico de uma func¢ao polinomial

éabe—se que o tnico ponto de inflexao do gréafico de f tem Ay
abcissa 0.

Seja f” a segunda derivada da funcao f.
Qual das afirmagoes seguintes é verdadeira?
(A) f7(1) + f"(2) <0

B) f"(=2)+ f'(-1) >0

© (-1 x f"(-2)<0

D) f'(1) x f'(2) >0

(e}
Ry

Figura 1

4. Sejam f e g duas funcoes de dominio RT.
Sabe-se que a reta de equagao y = —x é assintota obliqua do gréfico de f e do grafico de g.
X
Qual é o valor de lim M?
Tr—r+00 xX

(A) +0 (B) 1 ) -1 (D) —

5. Seja f a fungdo, de dominio A e contradominio | — 1, +oo[, definida por f(z) = tanz.
Qual dos conjuntos seguintes pode ser o conjunto A?

w2

T 37 T 37T
@35 ® |77
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Proposta de resolu¢cao

GRUPO 1

1. Vamos recorrer ao esquema seguinte e ao Principio
fundamental da contagem para resolver o problema

9 9 9
Como cada algarismo pode ser 1,2, ...,9 e o altimo tem
que ser o 5 entao existem 9 X 9 x 9 x 1 = 729 nimeros.

A opgao correta é a (A).

2. Consideremos os acontecimentos H: "ser homem"e
V: "ter os olhos verdes".

el

De acordo com os dados do enunciado, P(V|H) = — e
P(H = L

As(simmt‘(:rilos 10 .
o Pt
@P(H):%@%z%@#H:&

Podemos concluir que a opgao correta é a (B).

3. Como a concavidade do grafico de f é voltada para
cima em [0, +oo[ entdao f”(1) > 0 e f”(2) > 0. Conse-
quentemente, f"(1) x f(2) > 0.

A opgéo correta é a (D).

4. Do facto de y = —x ser assintota obliqua do gra-
fico de f podemos deduzir que lirf % =—1eque
Tr— oo
lim f(z) = —oco. Assim temos:
xr—+4o0
lim M = lim f() x lim g(z)
r—+o0 T T—>+o0 I T—+00
=—1x (—00) = —00.

A opgao correta é a (A).

5. Na figura em baixo esta representado parte do gra-
fico da funcgao tangente.

\ L)

1
|
|
|
|
|
|
L
|
|
|
|
|
|

w

3

|
3

Podemos observar na figura que para = € }%’r, 37”[ te-
mos f(z) € ]—1,+o0[
A opgao correta é a (B).

C
Q
cos o
6.
1 1
1+tan®a = 3 <:>tg20¢:72—1

cos? o 1
(-%)

stan’a =4 & tana = £2.

Como o declive da reta r € igual a tan o entdo, apenas
a alternativa (C) pode ser valida.
7. A figura em baixo representa a regio.

Tm

2x1
Como a area do tridngulo é X
éa (D)
8. Como paran < 20 temos 1 < u, < 20 e para n > 20
temos —1 < u, < 1 entdo —1 < u, <20, Vn € N.
A opgéo correta é a (C).

=1, a opcao correta

GRUPO II

1.1 A distancia entre as imagens geométricas de 21 e z2
ser v/5 pode ser equacionada por |z — za| = /5.

Para prosseguir, devemos escrever z; e z2 na forma al-
gébrica.

B 13" 1371 133

YT T 1+ 1+
C1-3x(—i) 1430 (1+3i)(1—1)
N 1414 T ol4d 0 (1449 (1—1)

1—4+3—3i®> 442 )

= = =241

12+ 12 2 +

20 = —3kci5377r = —3k x (—i) = 3ki, k € RT.

Deste modo,

|21 — 20| = VB & [2+i — 3ki| = /5
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