


Introducao

Este trabalho aborda alguns dos capitulos da matematica lecionada no Ensino Secundario
que consideramos serem pré-requisitos da matematica lecionada no Ensino Superior: con-
juntos, logica matemaética, referenciais cartesianos, fungoes reais de variavel real, fungoes
exponencial e logaritmica, sucessoes, limites e continuidade e derivadas. Deste modo, os
destinatarios desta obra sao nomeadamente os estudantes ou futuros estudantes de enge-
nharia, economia, gestao, ensino médio do Brasil, entre outros, que pretendem aprender
ou recordar os conceitos indispensaveis para a sua integragao na matematica superior.

A ideia base do livro Pré-Célculo multimédia é ensinar ou recuperar as bases de mate-
matica necessarias para o ensino superior através de um livro de texto acompanhado com
videos tutoriais. Deste modo, o livro esté associado a:

e (7 aulas teodricas em video;
e 248 exemplos de aplicacao dos conceitos tedricos em video;
e 587 exercicios de treino com resolugao passo a passo em video.
Ao longo do livro sao indicados os enderecos web:
e das aulas tedricas em video que acompanham cada secgao;
e dos exercicios com resolugao em video de acesso gratuito na Academia Aberta;
e dos exercicios com resolucao em video de acesso nao gratuito, disponiveis através
de credenciais fornecidas aos compradores do livro. As credenciais sao validas por
2 anos para um unico utilizador (pode comprar em bit.ly/detalhesobrapp).
A acrescentar ao trabalho de elaboracao desta obra, ha também o trabalho que os seus
conteudos dao a estudar! Termino com uma frase que me serve de apoio e que recomendo
a todos os estudantes:

“Considero feliz aquele que quando se fala de éxito procura a resposta no seu trabalho.”
(Ralph Waldo Emerson)

O autor, Rui Paiva (Home page: bit.ly/cvruicpaiva)


http://bit.ly/detalhesobrapp
http://bit.ly/cvruicpaiva
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O objetivo deste capitulo é apresentar os conceitos e terminologia mais habituais nos
conjuntos, apresentar os principais conjuntos numéricos e as operacoes numeéricas mais
elementares neles definitas. O presente capitulo também esta compilado em

bit.ly /Ficha e aulas de conjuntos PC

no formato de aulas e exercicios em video. Deve utilizar as credenciais fornecidas pelo
autor para aceder aos videos. Acrescentamos na versao escrita algumas demonstragoes
e pretendemos que a possibilidade de escrita de anotagoes e orientacao ao longo dos
capitulos represente o principal complemento ao formato multimédia. Pretendemos que
a conjugacao dos dois formatos de apresentagao da matéria conduza ao aprofundamento
necessario para a sua utilizacao nos ensinos universitario e pré-universitario.

O capitulo esta dividido em 6 secgoes. Na seccao 1.1 introduzimos o tema dos con-
juntos. Na secc¢ao 1.2 apresentamos a notacao e terminologia proprias dos conjuntos. A
seccao 1.3 apresenta as principais relacoes entre conjuntos e respetiva terminologia. Na
seccao 1.4 apresentamos operagoes com conjuntos mais usuais e respetivas propriedades
e na sec¢ao 1.5 o conceito de produto cartesiano. Apresentamos na secgao 1.6 os prin-
cipais conjuntos numéricos e as operacoes mais comuns neles definidas, a representagao
de conjuntos de niimeros reais na forma de intervalo e a notacgao cientifica para nimeros
reais.


http://bit.ly/Ficha_e_aulas_de_conjuntos_PC

16 Capitulo 1. Conjuntos

Exemplo 1.2 — Intersecdo de conjuntos
Dados A = {1,3,6,7} e B ={2,3,6,9} entao AN B = {3,6}. O diagrama de Venn da
Figura 1.3 ilustra a situacao.

U

s
S

Figura 1.3: Representacao em Diagrama de Venn de AN B do Exemplo 1.2.

Dados dois conjuntos A e B, chamamos reunido de A com B, e escrevemos AU B, ao
conjunto formado pelos elementos que pertencem a pelo menos um dos dois conjuntos. E

habitual ilustrar este conceito através de um diagrama de Venn semelhante ao da figura
1.4.

U

2
S

Figura 1.4: Representacao em Diagrama de Venn de AU B.

Exemplo 1.3 — Reunidio de conjuntos
Dados A ={1,3,6,7} e B ={2,3,6,9} entao AU B = {1,2,3,6,7,9}. O diagrama de
Venn da Figura 1.5 ilustra a situacao.
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Va a
° = {/=se b=#£0.
A

ai/c+b/c= (a+b)/e.
(v2 - V=

Exemplo 1.52 — Raizes indice n
Nos exemplos seguintes aplicam-se as propriedades das raizes indice n:

(a) V2 x V5 =v10; V3 x V10 = v/30; V24 = /8 x 3= V8 x V3 =2V3;

V26 .[26 .-
CREP G
(c) 2v54+4V5 = (2 +4)V5 =6V5; 8V14 —3v14 = 5V/14;
(d) V5= "V5= 5.

Tendo em consideracao a ordem de precedéncia das operagoes numeéricas, apresentamos
o seguinte exemplo.

Exemplo 1.53 — Precedéncia das operacdes numéricas
Nos exemplos seguintes aplicam-se regras de precedéncia das operacoes numéricas:

2 N2 2 12 2 1 2 1
—3)2 2 = 2 =6 = _ -z - _Z T ° _ .
(a) v/ (=3)2 x V9 x 6; 5 X (2) 3 X% =3 1" 3-8

2 2 2 9 7
b) = —1-3 2=2_1-6V5==--—6V/5=—~—6V5;
() 5 V5 x 5 6v'5 5% 6v/5 5 6v/5;

© 5 (1 2 5 12 51 5
C _— — = —— _— = —— _— = ——,
47 \4 47 42 4716 64

Exercicio 1.6
Recomendamos a resolugao dos exercicios 14 e 15 da Seccao 1.10. Deve utilizar as
credenciais fornecidas pelo autor para aceder & sua resolucao em video.



2. Logica matemadatica

As definigbes e os teoremas da Matematica utilizam uma linguagem mais rigorosa do que a lingua-
gem que utilizamos na vida corrente. Com o objetivo de responder a essa necessidade, apresenta-
mos no presente capitulo alguns termos e conceitos de Logica Matemaética sempre acompanhados
de exemplos intuitivos e exemplos do quotidiano.

O presente capitulo também estd compilado no formato de aulas e exercicios em video em
bit.ly/Ficha_Aulas_Logica_AA10. Acrescentamos na versao escrita algumas demonstragoes
e pretendemos que a possibilidade de escrita de anotagoes e orientagao ao longo dos capitulos
represente o principal complemento ao formato multimédia.

O capitulo esté dividido em 4 secgoes. Na sec¢ao 2.1 introduzimos o tema da ldégica matema-
tica. Na seccao 2.2 apresentamos os conceitos de designacao e proposicao. A secc¢ao 2.3 apresenta
o conceito de expressdes com varidveis. Apresentamos na sec¢do 2.4 um caso particular de pro-
posigoes envolvendo o que definiremos por quantificadores.

2.1 Motivacdo

A primeira elaboragdo detalhada de logica surgiu com Aris-
toteles (filosofo grego, 384 a.C. a 322 a.C., aluno de Platao)
através da estrutura logica da argumentacdo. A sua ideia foi
estudar o modo como os mestres da retérica e da oratéria
podiam enganar os cidadaos através de argumentos incorre-
tos. O seu trabalho permitiu fundamentar cientificamente o
facto de haver argumentos convincentes que estao incorretos
do ponto de vista légico.

A aplicabilidade dos conceitos de légica nao se limita a

. e ¢ Figura 2.1: Aristoteles (384
Filosofia e Mateméatica. Podemos encontrar na computacao a.C. a 322 a.C.)

[
=~ Ll b LINMN..


bit.ly/Ficha_Aulas_Logica_AA10
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e em variados campos das engenharias diversos exemplos da sua utilizacao.

2.2 Designacoes e proposicoes

Na Matematica, chamamos expressao a qualquer sequéncia de simbolos.

Designa um objeto
Designagao ou termo
Com significado
_ Traduz uma afirmacao
Expressao

Se pudermos decidir
que é verdadeira ou falsa
é uma proposicao

Sem significado

Exemplo 2.1 — Designacdes e afirmacoes
Nos exemplos apresentam-se exemplos de designacoes e afirmacgoes:

(a) Em linguagem corrente “Carlos” e “gato” sao designagdes ou termos; “Coimbra é uma cidade”
e o “Miguel é bonito” sao afirmagoes.

(b) Em linguagem matemaética “4” e “3 4+ 1”7 sdo designagoes; “2+ 1 = 4”7 e “7 — 2 > 27 sdo
proposigoes.

Observe-se que 2+ 4 e 5 + 1 sdo ambas designagoes para o 6. Por este motivo, dizemos que
244 e 5+ 1 sao designagoes equivalentes e escrevemos 2 +4 = 5+ 1. Na Logica consideramos
apenas afirmagoes sobre as quais se pode decidir se sao verdadeiras ou falsas — a que chamamos
ProposiCoes.

Uma proposigao é necessariamente verdadeira ou falsa (mas nunca uma coisa e outra). E
habitual dizer que a proposigao tem valor logico 1 e 0 quando tem valor logico verdade ou
falsidade respetivamente. Como exemplos, consideremos as proposigoes:

4=2+4+1,32=55—-1>3e3-1=9-T7.

As duas primeiras proposicoes sdo falsas e as duas tultimas verdadeiras.

Como dizemos que duas proposigodes sao equivalentes quando tém o mesmo valor logico entao
as duas primeiras proposicoes e as duas tltimas sao equivalentes e escreve-se utilizando o simbolo
.

Deste modo, se duas proposigoes p e ¢ tiverem o mesmo valor logico escrevemos p < ¢ (“p e
q sao equivalentes”).
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1)~ 2)V, AV 3)=; 4) .

Deste modo, devemos obedecer a esta ordem para efetuar as operagoes logicas. No caso de a
proposi¢ao envolver parénteses devemos comegar pela proposi¢ao que estes envolvem.

Exemplo 2.9 — Precedéncia de operadores légicos
Consideremos as proposicoes
p: “3=24+1", ¢“4 > 2" e r: “22 = 5”. Entdo:

(a) pVqAr éuma proposigao falsa porque pV g e r sao falsas.
(b) pV (g Ar) é uma proposi¢ao verdadeira porque p é verdadeira e g A r ¢é falsa.

(¢) pA(~q)Vréuma proposigao falsa porque p A (~ q) e r sao falsas.

Exercicio 2.1
Recomendamos a resolugao dos exercicios 1 e 2 da Secgao 2.5. Deve utilizar as credenciais
fornecidas pelo autor para aceder & sua resolu¢do em video.

2.3 Expressoes com variaveis

Além das designacoes e proposicoes que apresentamos na sec¢ao anterior, utilizamos na linguagem
matematica expressoes que utilizam varidveis, isto é simbolos (geralmente letras) que podem ser
substituidos por designacoes mediante determinadas regras. Por exemplo, as expressoes

20 +3, (x+2)?% x4+ 2zy—y?

nao sao propriamente designacgoes. No entanto, transformam-se em designacoes sempre que se
substituem as variaveis da expressao por designagoes. Se tomarmos, por exemplo z =5 ey = 3
as expressoes anteriores dao origem as designacoes

2x5+3, (5+2)? 5+2x5x3-3%

De uma forma geral, denominamos por expressdo designatdria toda a expressao com varidveis
que se converta numa designacao depois de se substituirem as variaveis por valores particulares.
Devemos desde ja salientar que, de uma forma geral, nem todos os valores das varidveis
permitem esta transformagao. Se considerarmos, por exemplo, as expressoes designatorias
4 2+y

)

T y—1
a substituicdo de x = 0 na primeira e y = 1 na segunda dao origem as expressoes

4 3
0 0
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2.5 Ficha de trabalho multimédia de l6gica

Pode aceder no enderego bit.ly /Ficha Aulas Logica AA10 & resolu¢ao detalhada em formato
de video da ficha de trabalho apresentada nesta seccdo bem como as aulas tedricas correspon-

dentes.

2.5.1

Ficha de trabalho

1. Classifique as expressoes seguintes nas categorias de designacao, proposicao ou afirmagao
sem valor logico.

143

o Manuel é alto”,
“estamos na Primavera”;
“2 4+ 32 > 37,

“o vermelho é a cor mais bonita que ha”;
“A capital de Angola é Luanda”;

“José”,

“B-12=32-6x1+1%

“2 41 e 3 sao designagoes equivalentes a 3.

2. Considere as proposigoes:

p: “Portugal é um pais do continente europeu”;

q: “Lisboa é a capital de Portugal”;

r: “Lisboa é uma capital europeia”;

s: “Lisboa é uma capital americana’.

Traduza em linguagem corrente as seguintes proposigoes e indique o seu valor logico.

1) pAg (i) pV g (iii) p A s;

(iv) gA(~7); (v) ~(pAg)

3. Considere novamente as proposicoes definidas no exercicio 1.

(a) Traduza em linguagem corrente as seguintes proposigoes e indique o seu valor 16gico.

(i) pVg; (ii) p = r;
(iv) rVs; (V) p= (rvs);

(iil) (p A q) = s;

(b) Traduza em linguagem corrente as proposigoes contra-reciproca, reciproca e contraria

da proposicao p = q.

4. Escreva cada uma das seguintes proposi¢oes sem utilizar o operador ~.

(a) ~

(6—1<2); (b) ~ (5% = 24);

(c)~(B3>2Vv3>1);

(d) ~(8=T7V2<3); (€) ~ ((3+2>4) =2>1).


http://bit.ly/Ficha_Aulas_Logica_AA10

Neste capitulo apresentamos uma introducao a geometria analitica, também denominada por
geometria de coordenadas ou por geometria cartesiana. Trata-se de uma abordagem da geometria
que recorre a um sistema de coordenadas para definir objetos mateméticos. O presente capitulo
também estd compilado no formato de aulas e exercicios em video em

bit.ly /Ficha e aulas de referenciais cartesianos PC.

Acrescentamos na versao escrita algumas demonstracoes e pretendemos que a possibilidade de
escrita de anotagOes e orientacao ao longo dos capitulos represente o principal complemento ao
formato multimédia.

O capitulo esta dividido em 6 secgoes. Na secgao 3.1 introduzimos o tema referenciais car-
tesianos. Na secc@o 3.2 apresentamos as retas paralelas aos eixos e semiplanos. A secgdo 3.3
apresenta os conceitos de bissetrizes dos quadrantes. Apresentamos na secgdo 3.4 a equagao
reduzida da reta. Na sec¢ao 3.5 apresentamos a formula da distancia entre dois pontos do plano.
Na secgao 3.6 apresentamos a equagao da circunferéncia.

3.1 Introducdo

A origem dos referenciais cartesianos esta associada a uma situagao
do quotidiano muito simples de Descartes, notavel matematico e
filésofo francés do séc. XVII.

Um dia, ao observar os movimentos de uma mosca no teto, Des-
cartes pensou que para os registar seria vantajoso utilizar uma folha
quadriculada com medidas verticais e horizontais. Esta ideia deu
origem & utilizacdo de um referencial definido por dois eixos com

Figura 3.1:  Decartes
(1596-1650)
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por eizo das abcissas e o outro por eixo das ordenadas. Cada ponto do plano pode ser
identificado de forma tnica por um par ordenado (a, b) onde a é a abcissa e b a ordenada.

A
y & eixo das

eixo das ordenadas
ordenadas
A(a,b)
A(a,b) bt e
. eixo das

b

eixo das . abcissas

. /abcissas : /
y a T 0 a T

Figura 3.4: Referencial ndo ortogonal (esquerda) e ortogonal (direita)

O referencial da direita da Figura 3.4 diz-se ortogonal porque os eixos sao perpen-
diculares. Se a escala for igual em ambos os eixos o referencial diz-se monométrico ou

normado; caso contrario diz-se dimétrico.
Quando um referencial é ortogonal e normado é denominado por ortonormado e escre-

vemos abreviadamente referencial o.n. xQOy.
A Figura 3.5 apresenta um exemplo que inclui todas as situagoes relativas as carate-
risticas de ortogonalidade e escala nos eixos.

nao ortogonal e monométrico ortogonal e monométrico
yl\
| Alab)

nao ortogonal e nao monométrico ortogonal e nao monométricc

Yy
o Al
'Oi —a T

Figura 3.5: Carateristicas de ortogonalidade e escala nos eixos dos referenciais

O conjunto de todos os pares ordenados de ntimeros reais designa-se por R? e temos
que R? = R x R. Deste modo R* = {(z,y) : = € R Ay € R}. Cada par ordenado (a,b)
corresponde a um tnico ponto que denotamos com uma letra maitascula (A, B,C,...) e
escrevemos A(a, b), por exemplo.
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5. Funcoes reais de variavel real

O objetivo deste capitulo é apresentar os conceitos e terminologia mais habituais nas
funcoes reais de varidvel real e apresentar algumas das principais fungoes. O presente
capitulo também esta compilado no formato de aulas e exercicios em video no endereco
bit.ly/Ficha aulas FuncoesPC.

Acrescentamos na versao escrita algumas demonstracoes e pretendemos que a possibi-
lidade de escrita de anotagoes e orientacao ao longo dos capitulos represente o principal
complemento ao formato multimédia.

O capitulo esta dividido em 12 secgdes. Na secgao 5.1 introduzimos o tema das fungoes.
Na seccao 5.2 apresentamos as definigoes elementares e principais propriedades das fungoes.
Nas seccgoes 5.3 a 5.9 apresentamos as fungoes afim, quadratica, definidas por ramos,
modulo, par e impar, polinomial de grau maior que 2 e racional. Nas secc¢oes 5.10, 5.11 e
5.12 apresentamos as operacoes com funcgoes, a fungao composta e a fungao inversa.

5.1 Introducdo

Todos os dias lidamos com variaveis numéricas. Alguns exemplos sao:

e tempo gasto num trajecto, que se pode medir com o relogio;
e a distancia percorrida, que se mede no conta-quilémetros;
e peso da fruta, que se mede com a balanga;

e a quantia a pagar no taxi, que se mede no taximetro;
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e consumo mensal de dgua, registado em contadores proprios...

...e encontramos muitos outros nas fabricas, nas lojas e mercados, nos campos, nos la-
boratorios, nos consultérios médicos... Na navegacao aérea e maritima, variaveis como
a latitude, a longitude, a velocidade do vento, a altitude sao medidas a todo o instante
pelos eficientes e sofisticados aparelhos de bordo.

Ora acontece muitas vezes que duas variaveis estao relacionadas de tal modo que pelos
valores duma delas se sabem os correspondentes valores da outra. Diz-se entao que uma
das variaveis é funcao da outra. Por exemplo:

e o custo da fruta depende do peso, ou seja: o custo é fungao do peso;

e se precisamos de adubar uma horta, o peso de adubo a comprar depende da area a
adubar, ou seja: o peso de adubo é funcao da érea;

e o0 custo da viagem de taxi depende da distancia percorrida: o custo é funcao da
distancia;

e quando se sobe uma montanha, a pressao atmosférica e a temperatura vao baixando
a medida que a altitude aumenta: a pressao atmosférica é funcao da altitude; a
temperatura do ar é fungao da altitude.

A representacao num referencial ortogonal de duas variaveis que se relacionem pode
facilitar a compreensao da sua relacao. Vamos ver um exemplo.

Exemplo 5.1 — O passeio do Carlos
O gréfico da Figura 5.1 representa o percurso do Carlos, que se deslocou de bicicleta
desde a sua casa até a casa do Joao, a 3 km de distancia, regressando depois a casa.

d (km)}
4<

Figura 5.1: O passeio do Carlos.

(a) Quantas horas durou o passeio do Carlos?
Resposta: 50 minutos.

(b) Ao fim de quanto tempo se deu a primeira paragem? A que distancia de casa? Quanto
tempo durou?
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— x é a varidvel independente.
e 3 expressao definida por f(x) dé-se o nome de expressao analitica da fungdo f;

e a0 conjunto A, conjunto dos objetos, chama-se dominio da funcao e representa-se por
Dy.

e a0 conjunto B chama-se conjunto de chegada da funcao.
e a0 conjunto das imagens chama-se contradominio da funcao e representa-se por D}.

e O contradominio pode ou nao coincidir com o conjunto de chegada.

Exemplo 5.2 — Representacdo de correspondéncias em diagramas sagitais
Os diagramas sagitais da Figura 5.2 representam correspondéncias.

Figura 5.2: Correspondéncias representadas por diagramas sagitais.

As correspondéncias f e g definem fungdes uma vez que a cada elemento do conjunto
de partida corresponde um tnico elemento do conjunto de chegada.

Em f temos Dy = {a,b, c}, o conjunto de chegada ¢ {e,v,u} e D} = {e, u,v}.

Em g temos D, = {1,2,3}, o conjunto de chegada ¢ {e,v,u} e D = {e, u}.

A correspondéncia h nao representa uma funcao porque ao elemento 11 correspondem
dois elementos.

A correspondéncia i nao representa uma fungao porque ao 5 nao corresponde nenhum
elemento.

5.2.2 Propriedades das funcoes - Abordagem grdfica

Definicdo 5.2 — Func¢ado injetiva
Uma fungao f é injetiva quando a objetos diferentes correspondem imagens diferentes,
ou seja, para dois quaisquer valores de Dy, z1 e x:

se 1 # T3 entdo f (1) # f (x2).



112 Capitulo 5. Funcdes reais de variavel real

57“ x f(z) = 2?
....... P 0 02=0
1 12 =
il 2 22 —
2 1 | (-1)2=1
1 -2 | (-2)2=4
4 -3 -2 —'_119 1 2 3 4 %

Figura 5.4: Construgao do grafico da fungao definida por f(z) = 2%

Podemos construir com as imagens de f calculadas na alinea anterior uma tabela.

T -2(-110 1 2
flx)=2*| 4 [ 1 |01

De uma forma geral, uma funcao pode ser definida através de:

e um diagrama;
e uma tabela de valores;
e uma expressao algébrica;

e um gréafico.

Propriedade 5.1 — Identificacdo de funcoes e da injetividade graficamente

e Graficamente, uma correspondéncia entre duas variaveis é uma funcgao se ao tragar-
mos qualquer recta vertical esta intersectar o grafico, no maximo num ponto.

e Graficamente, uma fungao é injetiva se toda a recta horizontal intersectar o gréfico
da funcao em apenas um ponto.

Exemplo 5.5 — Identifica¢cdo de funcdes e da injetividade graficamente
Na Figura 5.5 estao representados os graficos das correspondéncias f e g
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Definicdo 5.6 — Extremos de uma funcdo
Seja f uma funcao e xy € Dy.

o f(xg) € um mdzximo local ou relativo de f se existir um intervalo aberto I que
contém zo tal que f(xg) > f(z) para todo o z € I N Dy. Neste caso, zg é
denominado por ponto de mdximo local.

e f(xo) ¢ um minimo local ou relativo de f se existir um intervalo aberto I que contém
xo tal que f(zo) < f(x) para todo o x € I N Dy. Neste caso, zy ¢ denominado por
ponto de minimo local.

e f(x0) é 0 mdzimo absoluto de f se f(xo) > f(z) para todo o x € Dy.

e f(x0) é 0o minimo absoluto de f se f(xo) < f(x) para todo o z € Dy.

Em qualquer um dos casos anteriores, chamamos a zy ponto de extremo local.

Exemplo 5.10 — Extremos de uma fun¢do
Consideremos novamente o grafico da funcao f representado na Figura 5.9 e estudemos
agora a funcao relativamente & existéncia de extremos.

( .
. relativos: 1e4
mAaximos

absoluto: 4

Podemos concluir que: Extremos

relativos: 0

minimos R
\ absoluto: nao tem

Exemplo 5.11 — Generalidades de fungoes
Na figura seguinte esta representado parte do gréafico de f.

Podemos concluir que:

e Dy =] —00,8], D} = [-3,+o0].
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5.4.2 Nota histérica

Arquimedes (287 a.C - 212 a.C.) foi um
matematico, fisico, engenheiro e astronomo
grego que viveu em Siracusa, ha regiao
da Sicilia. O trabalho que realizou nes-
tas areas fizeram com que seja conside- |
rado um dos principais cientistas da An- |
tiguidade Classica. Plutarco (50-125 d.C.),
historiador grego, escreveu que durante o
cerco a Siracusa realizada pelos romanos,
Arquimedes ateou fogo a navios inimigos
através da concentracao da luz solar nas
suas velas. Diz-se que foi utilizada uma grande quantidade de escudos de bronze e co-
bre bem polidos que atuaram como espelhos refletores da luz solar. Na figura em cima,
obtida em www.dailykos.com, podemos observar o modo como a propriedade refletora da
parabola foi utilizada para concentrar os raios solares no mesmo ponto.

Definicdo 5.10 — Funcdo quadrdtica
Chama-se func¢ao quadrdtica a fungao

fR —- R
r = f(r)=ar®+bx+c

onde a,b,c € Rea #0.

O gréafico de uma funcao quadratica é uma parabola.

Prosseguimos com um exemplo de representacao do grafico de uma funcao quadratica
num referencial ortonormado.

Na Figura 5.20 é apresentado num referencial ortonormado o grafico da fungao qua-
dratica definida por f(z) = 22

0]
.......... 94 2
8 y=+=
7 f 0 0
6 1 1
5 -1 1
----- IR 2 4
3 -2 4
2 3 9
1,
S R R -3 9
5 -4 -3 -2 -10] 1 2 3 4 5T

Figura 5.20: Parabola de equacdo y = x°.
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D |d
—dq 4
r

onde D é o dividendo, d o divisor, g o quociente e r o resto. Sabemos que D =d x q+r.

Sejam A(x) e B(z) dois polinomios de graus m e n respetivamente. Se m > n é possivel
determinar polinomios Q(z) e R(x) que verificam a condi¢ao A(z) = B(x) x Q(z) + R(x).
O graude Q(z) ¢ m —n e o de R(z) ¢ igual a r < n.

Exemplo 5.31 — Divisdo inteira de polinémios
Sejam A(x) = 23 + 322 — 2 e B(z) = 22 + 2. Determinemos os polinémios Q(z) e R(x)
que verificam a condigdo A(x) = B(z) x Q(z) + R(z).

CES
xz+3x2—|—0x—2 242 2 =7

- —2x r+3 5
3x2 —2x — 2 W =3
—322 —6
—2x — 8

Deste modo temos @ 4+ 32% — 2 = (2% + 2) x (z + 3) — 2z — 8. Temos portanto que o
quociente da divisao é Q(z) = x + 3 e o resto é R(zx) = —2z — 8.

Exemplo 5.32 — Divisdo inteira de polinémios
Sejam A(z) = 2® — 1 e B(x) = 22 + 1. Determinemos os polinémios Q(z) e R(x) que
verificam a condi¢ao A(z) = B(z) X Q(x) + R(x).

3 2 . 2 r —r
x3—1—0x +0x—1|2*+1 P

—x —T T
-z —1

w

Deste modo temos 2 — 1 = (22 + 1) x x — x — 1. Temos portanto que o quociente da
divisao ¢ Q(z) = x e o resto é R(zx) = —z — 1.

Exemplo 5.33 — Divisdo inteira de polindmios
Sejam A(z) = 92* — 323 + 22% + 2 e B(x) = 3x — 1. Determinemos os polinémios Q(z)
e R(z) que verificam a condi¢do A(z) = B(z) X Q(z) + R(x).
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1 0 2 |5=R

Podemos concluir que Q(x) = z? + 2 e o resto é R(x) = 5.

Exemplo 5.36 — Regra de Ruffini
Sejam A(x) = —22% + 2 — 1 e B(z) = x + 4. Determine o quociente e o resto da divisao
de A(z) por B(x) recorrendo a Regra de Ruffini.

Resolucdo: Comecemos por determinar o zero do divisor: © +4 =0 < x = —4.
-2 0 1 -1

—4 8§ =32 124
-2 8 =31[123=R

Podemos concluir que Q(r) = —22% + 8z — 31 e o resto ¢ R(x) = 123.
|

O exemplo seguinte apresenta a Regra de Ruffini quando o divisor é da forma ax — b,
coma € R\ {0}ebeR.

Exemplo 5.37 — Regra de Ruffini
Sejam A(z) = —2® 4+ 2%+ 2 e B(x) = 2z — 4. Determine o quociente e o resto da divisao
de A(z) por B(x) recorrendo a Regra de Ruffini.

Resolucdo: Comecemos por determinar o zero do divisor: 2xr —4 =0 &z = 2.
-1 1 0 2

2 —2 -2 —4
~1 -1 -2 |-2=R

A conclusao relativa ao quociente e ao resto deve ser adaptada. Sabemos que

A(z) = B(z) x Q(x) + R(z).




Figura 7.1:
(1707-1783)

Leonard Euler

7.1 Funcao exponencial

A funcao exponencial é utilizada para modelar uma relacao na qual
uma variagao constante na varidvel independente implica a mesma va-
riacao proporcional na variavel dependente. A funcao exponencial é
amplamente utilizada na fisica, quimica, engenharia, biologia, econo-
mia e matemética e aparece frequentemente associada a funcao loga-
ritmica, a sua fungao inversa.

A historia da matematica moderna reconhece o matematico suigo
Leonard Euler (ver Figura 7.1) como uma referéncia na fungao expo-
nencial e nas funcoes em geral. As suas contribui¢oes no campo da
terminologia e notacao, em especial para a analise matematica, como
a no¢ao de uma fungdo matematica justificam este reconhecimento.
Além disso tornou-se célebre por seus trabalhos em mecéanica, optica,
e astronomia. Euler é considerado um dos mais proeminentes matema-
ticos do século XVIII. O Numero de Euler, aproximadamente 2.71828,
tem esta denominacao em homenagem a Euler. Trata-se de um niimero
com aplicagoes em muitas areas e, conjuntamente com o 7 e 0 nimero
de ouro, recebe frequentemente a denominacao de nimero mistico. O
ntmero de Euler também é conhecido por nimero de Napier ou de Ne-
per, um matemaético escocés do século XVI, mas a escolha do simbolo e
(de Euler) para denotar o nimero foi mantida em homenagem a Euler.
Entre as fungdes exponenciais mais importantes estd a que tem como
base o nimero e. Entre os exemplos de aplicacao classicos estao a taxa
de desintegracao radioativa, que pode ser utilizada para determinar a
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VIDEO — Aula 1

Pode aceder no endereco
bit.ly/ELaulal ao video de
exposicao da presente sec-
¢ao, o video da Aula 1. Re-
comendamos que acompa-
nhe a aula com o livro e que
o personalize com as suas
anotagoes.

ol 1 il

Figura 7.2: Fungao exponen-
cial definida por f(z) = a*
quando a > 1.

idade dos fosseis, e o calculo financeiro.

7.1.1 Definicdo e grafico da funcdo expo-
nencial

Definicdo 7.1 — Definicdo de fungdo exponencial
Chama-se funcao exponencial a fungao

f*R — R
r — f(x)=a"

onde a € RT\ {1}.

Exemplo 7.1 — Funcoes exponenciais
As fungoes exponenciais de bases 2, 3 e 1.2 sao y = 2%, y = 3% e
y = 1.27 respetivamente.

Na Figura 7.2 esta representado o grafico de uma fungao exponen-
cial definida por f(z) = a” quando a > 1.
Podemos observar as seguintes propriedades:

Propriedade 7.1 — Funcdes exponenciais de base superior a 1
Uma fungao exponencial de base a > 1 definida por f(z) = a” tem
as seguintes propriedades:

o D =R

° D} =10, +o0l.

e Consequentemente, f é positiva em R.
e f(0)=1.

e f ¢éinjetiva.

e y=0¢A.H. quando z — —o0.

e lim a*=0e lim a* = +o0.

T——00 T—+00
f é crescente em R.

Exemplo 7.2 — Funcdes exponenciais de base superior a 1
Na Figura 7.3 estao representados os graficos de diversas fungoes ex-
ponenciais de base a > 1.
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—=f===-
'OIA —

Figura 8.30: Grafico de
z—3

T —4

y:

Figura 8.31: Grafico de
22 -9

y= 3—x

Podemos concluir que x = 4 é assintota vertical do grafico de f.
E a tnica pois f é continua em R\ {4}.
Assintotas horizontais
r—3 (2) .. =x . T —3

lim (:) Iim —=1= lim
z—+oo x — 4 Tr—+00 I T——00 I —
Podemos concluir que ¥y = 1 é a tnica assintota horizontal do
grafico de f.

A Figura 8.30 ilustra as conclusoes obtidas.
Assintotas verticais

Como g é uma funcao racional entao é continua no seu dominio
D, =R\ {3}. Por esse motivo, o estudo das assintotas verticais
s6 faz sentido em x = 3.
2 0
zc =9 r—3)(r+3
(é) lim ( Jz+3) = lim
=3t 3— z—3+ —(l‘ — 3) z—3+ —1

3
T+ — 6

= lim .
r—3~ 3 — T

Podemos concluir que o grafico de g nao admite assintota vertical
em z = 3. Como ¢ é continua em R\ {3} podemos concluir que
o grafico de g nao admite assintotas verticais.

Assintotas horizontais

2-9 (2) . x?
lim = lim — = -
T—=t+oo 3 — 1 r—+o00 —XI
.-
lim = 400
T——00 — T

Podemos concluir que nao existem assintotas horizontais.

Assintotas obliquas

x -9 (2 x?
(G N ek R
r—+00 I z—+4o0 3T — {L‘2 T—r+00 —{L‘Q
2

. : z©—9 (c0—00)

lim xr)—mx) = lim — (—x =
i (o(a) = ma) = 1 (52 (o))

. 22— 943z —2? . —9+3z

= lim = lim — =-3.

z—+00 3—x z—to0 3 —
Neste caso, o estudo quando x — —oo conduz aos mesmos re-
sultados. Podemos concluir que y = —x — 3 é a tnica assintota
obliqua.

A Figura 8.31 permite interpretar os resultados obtidos: o gréfico
de g é uma reta com um buraco no ponto (3, —6) e uma reta pode
ser vista como uma assintota obliqua.

Assintotas verticais

Como h é a soma e a composicao de fungoes continuas no seu
dominio D;, = R entao h é continua em R e nao admite assintotas
verticais.
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f
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f (20) d
//0 35.0 T

Figura 9.7: Reta tangente ao
grafico de f.

NOTA

Para representar grafica-
mente uma reta basta conhe-
cer dois pontos. Se a reta
estiver definida pela sua e-
quacao reduzida

y=mzx+b

basta obtermos as ordena-
das correspondentes a dois
valores distintos de x.

de f no ponto P (xq, f (xg)) é dada por

y— f(xo) = f" (20) (x — m0) . (9.3)

A Figura 9.7 ilustra a situacao.

Exemplo 9.5 — Reta tangente
Determine uma equacao da reta tangente ao grafico da fungao definida
por f(z) = 4x — 2? no ponto de abcissa 1 e represente-a graficamente.

Resolucdo: Comecemos por determinar f'(1) através da Defini¢ao 9.2.

. fA+h)—f()
I J—
F) =l h
B hm4(1+h)—(1+h)2—3
- h—0 h
i 44+4h—1—2h—h%?-3
hl—% h
~ 2h — h?
lim
h—0

~—~
olo
~—

2

Como o ponto de tangéncia ¢ T'(1, f(1)) = (1, 3), podemos concluir
pela equagao (9.3) que uma equacao da reta tangente é

y—3=2x(x—-1)ey=220+1.

Vamos agora representar a reta tangente ao grafico de f no ponto
de abcissa 1.

yl\
5 x y=2x+1
41 1 3

31 f 0 1
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