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Proposta de resolucdo

1.1. Para determinar a amplitude do dngulo VAC va-

mos determinar os vetores AV e AC.

AV =V —A=(3,-1,2)— (2,1,0) = (1,-2,2).
C—A=(0,-1,2)— (2,1,0) = (-2, -2,2).

AC
AV - AC
|[AV]| x ||AC|
(1,-2,2) - (—=2,-2,2)
11, =2, 2)|] x [I(=2, =2, 2)|

)
)
) —24+4+4
)

T /I+dtdxitra+4

1.2. Para determinar uma equagao do plano que con-
tém a base da piramide, vamos comegar por determinar
um vetor normal ao plano.

Seja M o ponto médio do segmento de reta [AC]. Entao

M= <2+0 1-1 O+2> — (1,0,1).

2 7 2 7 2
Como ]\4—>V é um vetor normal ao plano ABC e
MV =V-M=(3-1,2) —(1,0,1) = (2, -1,1),
a sua equagao cartesiana é da forma
2c —y+2+d=0,

onde d € R.
Substituindo A(2,1,0) na equagio temos

2x2-14+0+d=0&d=-3

e podemos concluir que 2z —y+2—3 = 0 é uma equagao
do plano pretendido.

2.1. Sabemos que se X ~ N(u, o) entao:
Plu—o< X < p+o0)~0.6827
P(p—20 < X < p+20) = 0.9545

Pl —30 < X < pu+30) ~ 0.9973

Consideremos o grafico seguinte, que ilustra parte des-
tas propriedades.

: |
0.6827 :

10.1359

I
0.023 !
0.1359 !

0.023

p—20 p—o © p+o p+20
Deste modo, como X ~ N(5,0.5), entao
P(X > p+20) = P(X > 6) ~ 0.023.

A opgao correta é a (C).

2.2. Vamos fazer uso do facto de lim (1 + %)n = ¢k,

i (22)" — (i (1+ 22)")° = ()" Z e = &.
A opgao correta ¢ a (C).

3.1. Consideremos, relativamente & experiéncia de es-
colha aleatoria de escolha de uma bola, os acontecimen-
tos:

A: “a bola é amarela”;

L: “a bola ter o logotipo desenhado”.

Dos dados do enunciado podemos concluir que

P (Z U f) = 1—2 Deste modo,

PAUT) =1
@P(A—M):i—z
@1—P(AOL):1—Z
@P(AﬂL):l—lf;.

Como as bolas sdo indistinguiveis ao tato e sdo selecio-
nadas ao acaso, a Lei de Laplace garante que

1

PAND) =&

#(ANL) _ 1

CTZE 16
L3 1
#E 16
& #E =48.

Podemos concluir que a caixa contém 48 bolas.

3.2. Vamos determinar a probabilidade pedida recor-
rendo a Lei de Laplace.

Para determinar os casos favoraveis vamos recorrer ao
esquema seguinte e ao Principio fundamental da conta-
gem.

L (L (LY Y_ Y_ V_ Y _\_\__
\ AN J
Y
3! 7!

Relativamente aos casos favoraveis temos:

3 xTIx 8

|—>Hé 8 modos de colocar as bolas com logotipo juntas
Ha 7! permutagoes das bolas sem logotipo

Ha 3! permutagoes das bolas com logotipo

Uma vez que os casos possiveis sdo 10!, correspondentes
as permutagoes das 10 bolas, a probabilidade pedida é

I x7x8 1
10! 15
A opgao correta é a (B).

4. Comecemos por notar que, para 0s nimeros serem:
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e impares, o ultimo algarismo deve ser 5 ou 7;

e superiores a seis milhGes, o primeiro algarismo
deve ser 6 ou 7.

A divisdo das diferentes situagbes em trés casos e a
respetiva esquematizagao clarificam a resolugdo do pro-
blema.

Caso 1: o primeiro algarismo é 6 e o ultimo 5:

O esquema seguinte exemplifica a situagao.

6 5 6 7 6 6

t

Como nos algarismos que nédo estdo nos extremos hé
~ . . . ~ . 5! ,
trés algarismos iguais a 6 entdo ha 3! ntmeros nestas

3!
condigdes.

Caso 2: o primeiro algarismo é 6 e o ultimo 7:
O esquema seguinte exemplifica a situagao.

6 5 6 5 6 6 7

Como nos algarismos que nado estdo nos extremos hé
N . . . .. . ~ L, 1
trés algarismos iguais a 6 e dois iguais a 5 entao ha 2?—3,

nimeros nestas condigoes.

Caso 3: o primeiro algarismo é 7 e o ultimo 5:
O esquema seguinte exemplifica a situagao.

7 5 6 6 6 6

t

Como nos algarismos que nao estdo nos extremos hé
quatro algarismos iguais a 6 entao, apenas a troca da
posicao do 5 origina ntumeros diferentes. Ha 5 ntimeros
nestas condigoes.

No total temos g—: + 2%, + 5 = 35 nameros.

5. O problema pode ser equacionado com d = = + 9.
Como r1 =7 e ro = 8 temos

d=x+9

VI +8)? — 2] [22 — (7 8)%]
& - =x+9
- \/(2257:22)@271) i

6]7’2 frl,m[:]l,\/ﬁ[.
Introduzindo na calculadora grafica as expressoes y =

7/ —x2 2__ .
VACE R y = x+9 e recorrendo as suas poten-

x
cialidades, obtemos os graficos seguintes e o seu ponto
de intersegdo no intervalo }17 V15 [

k wCkian
1.z9zz5z29 Y

1082282

Podemos concluir que z ~ 1.4.

6. z=—-1-2i.
Sendo 6 € [0,27], como o afixo de Z pertence ao 3.°
quadrante,

-2 _
tg@::{:}@:tg 1(2)+7T<:>0%4.25€:|%,37ﬂ-|:.

A opgao correta é a (D).

7. Comor > 1eay, > 0,Yn € N, a sucessao (an) é
monoétona crescente.
Sejam a, e ap41 dois termos consecutivos da sucessao.

{ ap +apy1 =12 @{

apy1—ap =3

= ap:llfr
ap(r—1)=3

“1

Podemos concluir que a razao é igual a %

8.

ap+1r Xap =12
rXap,—ap =3

~ { 12r—12-3-3r _
1+r -

Ir—15=0Ar#—1

In (a® = b*) — 2In(a + b) = In(a — b) + In(a + b) — 2In(a + b)

= In(a —b) —In(a+ b) = In(a — b) — In(2(a — b))
= In(a—b) —[In2+41In(ea —b)] = —In2 =~ —0.7.

Podemos concluir que a opgao correta é a (C).

9.1. Note-se que 7ia(1,1,1) e 7ig(2, 2, 2) sdo vetores nor-
mais aos planos « e 3, respetivamente. Como 7ig = 2fia,
os planos « e (8 sdo paralelos. Por outro lado,

c+y+z=12r4+2y+22=220+2y+22=1

permite-nos concluir que os planos o e 8 sdo estrita-
mente paralelos. Consequentemente, a intersecdo dos
trés planos é o conjunto vazio.
Um outro modo de concluir o pretendido é através da
resolucao do sistema seguinte:

r+y+z=1 2 + 2y 42z =2
20 +2y+2z2=1 & 2 +2y+2z=1
z+y=0 - ==

1=2

Como o sistema é impossivel, a intersegdo dos trés pla-
nos é o conjunto vazio.
Podemos concluir que a opgao correta é a (A).

9.2. Como a area do circulo é 9,
7 x OF, =97 < OF; = +3.

Consequentemente, o didmetro do circulo é igual a 6.
Como a distancia focal, 2¢, e o eixo menor da elipse, 20b,
sdo iguais ao didmetro do circulo entdo

2c=2b=6<c=b=3.
Uma vez que b® + ¢® = a? entdo

F+32=d’sa® =18
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Assim, a equagao reduzida da elipse é

22 P
18 + 9= 1.
A opgao correta é a (A).
10.
_a+i®+2z;
- zZ1 — 22
 344i—14+6-8i
N —1-—2i
88— di
T —1-2
(8 —4i)(—142)
T (=1 —2i)(=1+2d)
Wy
Assim,
e |z| = |w| & |z| = 4 representa, no plano de Ar-
gand, a circunferéncia centrada na origem com

raio 4;
e Im(z) > 0 representa os complexos cujo afixo se
encontra no eixo real ou acima deste;

e Re(z) > 0 representa os complexos cujo afixo se
encontra no eixo imaginario ou a direita deste.

Na figura seguinte esta representada no plano de Ar-
gand a regiao definida pela condigao

|z| = |w| AIm(z) > 0 ARe(z) > 0.
Trata-se de um arco de circunferéncia.

Alm

Como o perimetro da circunferéncia completa é
21 x 4 = 8m, o perimetro do arco de circunferéncia é

%” = 27 unidades de comprimento.

1. 2cosz+1=0« cosz = —3.
Como —2¢ € [—m,0] e cos (—2F) = —1 entdo a opgao
correta é a (B).

1

12.1. Consideramos a seguinte tabela de dupla entrada

com todas as somas possiveis.

1.°0\2.° | -1
-1 -2

o of oo o] of —
o ol o o o] o] —
o of oo o of —
o ol o o] o] —
o ol o o] o] =

=] =] =] =] =
[en) Nen] Hen) Nan) Naw)

Comecemos por notar que Sx = {0, —2,2}.
Como P(X =0) = 22 =2 PX =-2)=2Le
P(X=2)= %, entdo k = 0 e podemos concluir que a

opcao correta é a (A).

12.2. O perfodo de um oscilador harménico definido

por z(t) = Acos(wt + ¢), onde A > 0, w > 0 e
¢ € [0,27[, é dado por P = 2. Como 2 = 2, o

periodo é 2.
Podemos concluir que a opcao correta é a (A).

13.1. Sez > 0,
(@) = (e —Inz)—z(1-2)
(I'—Inx)?
_rz—-lnzx—-z+1
(1 =Inz)?

_1—Inx

T (I—Inx)?’
Assim, f'(1) = ﬁ = 1 e a equagéo reduzida da

reta tangente ao grafico de f no ponto de abcissa 1 é
da formay=x4+b,becR.
Como f(1) = ;== = 1 entdo 7(1,1) é um ponto da
reta tangente em estudo.
Substituindo as coordenadas de T na equagao y = x+b
temos

1=14+b&b=0.

Podemos concluir que y = x é a equagao reduzida da
reta tangente ao grafico de f no ponto de abcissa 1.

13.2. Para f ser continua, tem que se verificar:

lim f(z)= lim f(z)= f(0).
z—0~ z—0+t
. . 1 —cosx
lim f(z) = lim
z—0— z—0— xT
0 _
(g) lim (1 —cosz)(1 + cosz)
0 z(1+ cosx)
. 1—cos’zx
= lim ———
z—0— x(1 + cos )
lim sin?x
" es0- z(1 + cosx)
. sinz . sinz
= lim X lim ————
z—0— T z—0— 1+ coszx
0
—1x —— —0.
“Ty1 -0
x
li = lim ———
zir(()l+ f(x) zirg)l* r—Inzx
_ 0 0
~ 0—In0t  0—(-00)

Como lir(r)li fz) = lir(r)l+ f(z) = f(0) = 0 entao f &

continua no ponto 0.

14.1. D, =R\ {0}.

Para estudar a monotonia e a existéncia de extremos
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da fungdo g vamos comecar por determinar a derivada
—e fxz—e Tx1 _ e T(-z—1)
T - x2 :

e os seus zeros. ¢ (r) =
Jx)=0ce (—x—1)=0A2"#0
& (e"=0V—a—-1=0)Az#0
S r=-1

Na tabela seguinte é apresentado o estudo do sinal de
g’ e da monotonia de g.

T —00 -1 0 +00
7 + + [+ + +
—r—1 + 0 - - - AN
27 + + + 0 + ——
7@ ¥ 0 — | ND =
g / N N

Podemos concluir que g é crescente em | — oo, —1] e de-
crescente em [—1,0[ e em ]0, o0l

g(—1) = & = —e é maximo relativo.

14.2. O declive da assintota obliqua é dado por

T G T (eg +2—L>
r—+oo I T ——+00 x T\/T
0 ., 1 _
“+o00 +o0

Podemos concluir que a op¢ao correta é a (B).

15. Seja « a inclinagdo da reta OB. Como o seu declive
é % entao tana = %.
A inclinagao da reta r é 5 e o seu declive tan 5.

Como tan(a + b) = f2natianb. enzo

tan(2a) = [2tange_

1—tanZa’
Assim, tana = tan (2 x §) = %
Se 1 — tan? % # 0 temos
tana— S 2tany 4
3 " 1—tan?¢% 3

<:>6tan% :4—4taun2g

2
o 4tan? L f6tan S —4 =0

2 2
@tang—l\/tang——Q
272 2 7

Como a reta r tem declive positivo e passa na origem,

podemos concluir que a sua equagao reduzida é y = %x



