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Capitulo 16. Exames nacionais de Matemdtica A

Proposta de resolucdo

Caderno 1

1.1. Comecemos por notar a existéncia de independén-
cia entre as dez experiéncias de lancamento do dado.
Deste modo, como a probabilidade de obter o niimero
3 éigual a i a variavel aleatoéria
X: “n.° de vezes que se obtém o nimero 3 em 10
langamentos do dado tetraédrico"

é tal que X ~ B (10, %) (distribuigdo Binomial com
dez experiéncias e probabilidade de sucesso igual a i)
Logo, P(X =6) = 1°Cs x ()% x (2)* ~ 0.016.

A opgéo correta é a (B).

1.2. Uma vez que f é diferenciavel em [0, 2] entao, pelo

teorema da derivabilidade e continuidade, também é
continua em [0,2]. Assim, pelo Teorema de Lagrange

3c €)0,2[: f'(c) = %{J;(O)
Como f(0) =1 entao
Je €]0,2[: f'(c) = %

Por outro lado, como 0 < f'(z) < 9 entdo

0<f/(c)<9©0<%<9<:>1<f(2)<19.

A opgéo correta é a (B).

2']: Podemos observar na figura seguinte que
PQR = 120°.

Pela definicdo de produto escalar temos

QP - QR = ||QP|| x ||QR|| x cos (120°)

1
=4 x4 —— ) =-8.
X ><< 2) 8

2.2. Vamos comegar por determinar as coordenadas do
ponto P, ponto de interse¢do da reta P.S com o plano
PQR.

Para isso, comecemos por notar que, como © =
(2,3,—1) & um vetor normal ao plano PQR, entdo

(z,y,2) = (14,5,0) + k(2,3,-1), k € R é uma equa-
¢ao vetorial da reta PS.
Temos portanto:

2c+3y—2—-15=0

(z,y,2) = (14,5,0) + k(2,3, 1)
{ 2(14 + 2k) +3(5 + 3k) — (—k) =15 =0

(z,y,2) = (14 + 2k, 5 + 3k, —k)
k=2

(z,y,2) = (14 + 2k, 5 + 3k, —k)
=

(l’, yvz) = (107 ‘17 2) .
Podemos concluir que P (10, —1, 2).

PS = /(10— 14) + (—1 - 5)° + (2 - 0)’
— V6.

Deste modo, a 4area lateral (6 faces laterais) arredon-
dada as décimas é

6 x PQ x PS =6 x4 x V56 ~ 179.6.

2.3. Como os vértices sao escolhidos ao acaso, podemos
utilizar a Lei de Laplace para resolver o problema.

Os casos possiveis sao 5Ca x °Cy uma vez que para cada
uma das 5C possiveis escolhas de dois vértices de uma
das faces podemos escolher dois vértices da outra face
de °C5 modos.

Os casos favoraveis sdo 6 uma vez que ha seis faces la-
terais.

Pela Lei de Laplace, a probabilidade pedida é
——— =~ 0.03.
6Cy x 60,
3.1. Comecemos por ilustrar a situagdo com um es-
quema.
X2
1 3 2 18 7 6 5 4 2 1

Note que no esquema FE; designa o estudante de
Espanhol i para i = 1,2,3,4 e I; designa o estudante
de Inglés j para j =1,...,8.

Podemos concluir pelo Principio fundamental da conta-
gem que ha 4! x 8! x 2 = 1935360 maneiras de fazer o
pretendido.

A opgao correta é a (D).

3.2. Consideremos a experiéncia aleatoria de escolha
de um aluno da escola ao acaso e os acontecimentos:
E: “estudar Espanhol”;

I: “estudar Inglés”.

De acordo com os dados temos:

P(E)=P(I); P(EUI)=4P(ENI).
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Deste modo, a probabilidade pedida é:

P(INE)

P(E) -
Notemos agora que, como a escola nao se dedica s6 ao
ensino do Espanhol e do Inglés, P(E) = P(I) néo im-
plica necessariamente que P(E) = 0.5 A P(I) = 0.5.

P(I|E) =

P(EUI)=4P(ENI)
& P(E)+ P(I)— P(ENI)=4P(ENI)
& 2P(E) =5P(ENIT)

s P(ENI) = %P(E).

Consequentemente,
21 (E)
_ 5 _
P(IE) = (B) 0.4

e podemos concluir que a probabilidade pedida é 40%.

4. Os dados do enunciado indicam que R =X e L = é
Substituindo na equacdo dada e simplificando obtemos:

L=1(1-R)e*

e-=I1(1-)°e*

e -=01-N0eN

Introduzindo na calculadora grafica as fungoes y = % e
6 — R L

y = (1 —2)°e 3" e recorrendo &s suas potencialidades

obtemos os gréficos seguintes e o seu ponto de interse-

Gao.

Logo, R = A\ =~ 0.075.
5. Notemos que, como
|cosz +isinz| = Vcos2x +sin®x = 1,
entao
R 10 T 10
(cosz +isinz) = (e )
= '%%" = cos(10zx) 4 isin(10z).

Logo,
1 . 1
Im(z) = 3 Re(z) & sin(10z) = 3 cos(10z)
< tan(10z) = % A cos(10z) # 0.

Logo, como z € ]0, 15 [, 10z = tan™! (

A opgao correta é a (B).

) <z~ 0.03.

1
3

6. Como a, a+ 6 e a+ 18 sao trés termos consecutivos
de uma progressao geométrica entao

a+6 a+18 (a+6)>—(a+18)a _
a  a+6 a(a + 6) n
& —6a=-36Aa(a+6) #0 s a=06.

0

Logo a razao da progressio geométrica é 86 = 2,

6
Por outro lado,
_ o7

T-3 =381 & a1 = 3.

S7:381<:)a1><

Temos portanto que o primeiro termo é 3.

7. Uma vez que a regiao consiste na parte de um cir-
culo centrado na origem de raio 2, os seus pontos (z,y)
terdao que satisfazer a condigao

(x—0P2+(y—-0><2?ez’+y° <4

Como se encontra a esquerda ou na reta de equagado
x = —1 ou & direita ou na reta de equagao x = 1 entao
terad também que se verificar a condicao

r<-1Vz>1& |z > 1.

Podemos concluir que, como se verificam cumulativa-
mente as duas condigdes, a opgao correta é a (C).

Caderno 2

8.1. Como

z+1 y-—2 _ z—(=1) y—-2 _
5= T Nz=3& 2 =3 Nz=3

entdo podemos concluir que A(—1,2,3) é um ponto de
r e que ¥ = (2,—1,0) é um dos seus vetores diretores.
Nesta fase, como as opgoes (A) e (D) apresentam 7 como
vetor diretor entao estamos inclinados para estas op-
goes.

Relativamente a opgao (A), averiguemos se (3,0,3) é
ponto de r.

Substituindo as suas coordenadas na equagao da reta r
dada temos

¥:¥A3:3®2:2/\3:3.

Podemos concluir que a opgao correta é a (A).

. 1 T 2w Vs
8.2. arcsin(1) + arccos <—§> =3 + 3 =5
A opcgao correta é a (A).

9. Vamos comegar por simplificar w.

24/3 — V/3i°
142

N (2v/3 — V/3i) (1 — 2i)
(1+26) (1 — 2)

:1+2‘/§’4‘/§Z5’\/§“2‘/§:1—\/§¢.

w=1+
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Vamos agora escrever w na forma trigonométrica.
Como |1 —/3i| = VI+3 =2 e Arg(w) = —%

—
w=2e 3.

entao

Por outro lado, sabemos que os argumentos das raizes
quartas de um complexo estdo em progressao aritmética

730 3. iz -
de razdo Z. Consequentemente, a raiz quarta preten

2
dida & 2¢71(3) x ¢i% — 26(5-%) — 261 %

10.1. Comecemos por ilustrar a experiéncia numa ta-
bela.

olo|lo=|o
WO~

W~ o X

[ NE NI Eall
| o|w|lolw

= 1 ¢ concluir

Podemos observar que P(X =0) = & = 1

que a opgao correta é a (D).
10.2. lim (%’“)n = lim (1 + %)n =e",
Substituindo e* na equacio dada temos

k
ln<6—>:3®lnek71:3®k71:3®k:4.

e
A opgao correta é a (D).

11. Comecemos por notar que Inb =41lna < % =4.

a® > b < Ina® > Inb=
&S zrlna > llnb
x

L 1lnb

<~ X
zlna

1
S>> — x4
T

2_
T 4>0.

=

T

. ~ 2_
Para estudar o sinal da expressdo ©—2 vamos recorrer
a uma tabela onde se estuda separadamente o sinal do
seu numerador e denominador. Para isso, notemos que

2 —4=0sz=-2Vr=2

T —00 —2 0 2 +oo

22— 4 + 0 - 0 + n '\
x — — — 0 + + + 22
= - o + [N - Jo +

Podemos concluir que

2 =4

>0e ze[-2,0[U2, 4o

o (=2 _ors<o) v (—L — —onr0<
4 v 2—sin(2x)_ =7

& (eQx—1=O/\ac7éO/\x<O) VxED

ST =1Az#40Az<0
Sr=0ANx#0Ax<0
S red.

Podemos concluir que a fungdo g nao tem zeros e que
a opgao correta é a (A).

12.2.
e 1)1 -1
lim = — lim
c—0— 4z 2z2-0- 2%
1 e’ —1 1 1
=— 1 =—-x1=_.
2yo0- g 2% 73
1 1
lim — = = = ¢(0).
om0t 2 — sin(2z) 2 9(0)
Como
lim g(z) = lim g(z) = g(0)
z—0— z—0t
entao g é continua em z = 0.
12.3.
—1 X (—2cos(2z 2 cos(2x
() — X (2cos2m) (22)

(2 — sin(2z))? (2 — sin(2z))*

g'(z) =0 2cos(2x) = 0 A (2 —sin(2z))* # 0
<:>2x:g+k‘7r, k € Z N sin(2z) # 2

T km
Sr=—+4+—,k€Z.
4 + 2’
Para encontrar as solucoes desta equagao no con-

junto 0, 7] vamos atribuir valores a k:

T T T
. k‘771:>x—172771¢]0,7r],
. k=0=>l’=g€]0,ﬂ'];
T w 3w
=1 = — =
ok S T=743 46]07#]7
T 27 5

Podemos concluir que
/ T 37
g (x)=0ANnz€]0,m[cx € {171}

Na tabela seguinte é apresentado o estudo do sinal de
g’ e da monotonia de g em |0, 7].

T 0 I ‘%r m
g (x) + 0 - 0 +
g a M N m /!

Logo, g é crescente em }O, ﬂ e em [%”, ﬂ e decrescente

™ 37T A T _ 1 _
em [5,2]. Temos também que g (%) = e =
1=1leg(m)= T}](%) = 1 sdo méximos relativos e
3\ __ 1 _ 1 4 P B
g (%) = 3sm & = 3 ¢ minimo relativo.
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Podemos concluir que a reta de equagao x = 7 é assin-
tota do grafico de f e que a opgao correta é a (B).

14. De acordo com o enunciado temos

na In(2a)
@nio) = (5] Qlonniaan = (20,220 )
O declive da reta PQ é
l"éia) _ lnTa In(2a) —2Ina

mpo = =
PQ 2a —a 2a?

Seja f(a) = 71n(2a2);22 Ina
Para o triangulo da figura ser isosceles, o declive da reta
PQ tem que ser igual a 1, ou seja f(a) = 1.
Como L
f(%) :%:21n4>21me:2>1;

1) = 1n2—2221n1 :mTz < % -1
entdao f(1) <1< f (%) Como f é continua em [%,1},
por ser a diferencga, divisdo e composicao de fungdes
continuas, entdo o Teorema de Bolzano garante que a
equagdo f(a) = 1 tem pelo menos uma solugdo no in-
tervalo ] %, 1 [



