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1.
O contradominio da fungdo f é [—1, 3] e afuncdo g é definida por g(x)=f (x-2)+1.

Tem-se que:

» g,(x)=f(x—2)— corresponde a uma translagéo associada ao vetor a(z,o), ou seja, deslocamento

horizontal de duas unidades para a direita, pelo que o contradominio de 9 é¢ 0 mesmo do que o
contradominiode f ;
» g(x)=g,(x)+1=f(x-2)+1— corresponde a uma translacio associada ao vetor \7(0,1)
(deslocamento vertical de uma unidade para cima), pelo que o contradominio da funcdo g ¢€
[-1+1,3+1]=[0,4].

Resposta correta: (C)

2.
2.1.
Considere-se os seguintes acontecimentos:
A: “Ser candidato a violinista” e B: “Ser candidato portugués”.

Sabe-se que:

3 1

P(A)=¢. P(B)=7 e P(K\E): 3

10
Desenvolvendo a probabilidade condicionada dada, temos que:
P(ANB —
Q:i@ P(AmB):lxial—P(AuB)zia P(AuB):E
p(B) 10 2 10 20 20

Para se determinar P(ANB), temos:

P(AfE)-- <

P(AnB)=P(A)+P(B)-P(AUB)<=P(AN B):§+__E<:> P(ANB)==
Desta forma, a probabilidade de se selecionar um candidato ao acaso e esse ser portugués, sabendo-se que é
violinista, é:

5

@P(B|A):E.

P(BNA)

P(A)

P(BJA)= < P(BJA)=

Wl
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2.2.

Sabendo que os trés contrabaixistas se dispdem numa Unica fila; havendo s6 duas filas, ha duas formas de se
escolher a fila. 4A3 Corresponde as diferentes formas de distribuir os trés contrabaixistas pelos 4 lugares da

fila escolhida. Quanto aos restantes musicos, estes permutam-se pelos lugares ainda existentes, ou seja, 5!.
Assim, a expressao correspondente ao numero de maneiras diferentes de dispor os oito musicos, ficando os
trés contrabaixistas numa fila é:

2x Ay x5!

Resposta correta: (B)

2.3.

Como, em cada dia, excetuando-se o primeiro, a Constanca praticou mais 10 minutos em relacdo ao dia
anterior, pode-se recorrer a uma progressdo aritmética de razdo 10 (r=10). Sendo que, os 60 minutos
praticados no quarto dia correspondem ao quarto termo desta sucessdo. Os 2970 minutos referentes ao total
dos m dias corresponde a soma dos Mmprimeiros termos desta progressao.
Assim, considera-se (un) a progressdo aritmética cujos termos sdo referentes ao nimero de minutos
praticados pela Constancga por dia.
Sabe-se que:
u, =60, r=10 e S, =2970

De forma a obter o termo geral da progressdo aritmética, temos:

Up=U, +(n-4)x10 < u, =60+10n-40 < u, =10n+20
Para determinar a soma dos m primeiros termos da progressao, vem que: u; =10x1+20 < u; =30.

Assim,

Uy +u 30+10m+20

Sm=2970<:>mem=2970<:> xm=2970 < (25+5m)xm=2970 <

5+ /52 — 4x1x(~594)
2x1

< 5m2 +25Mm—2970=0 <m? +5m—-594=0 < m= AN

&S m=-27vm=22

e como meN entdo, m=22.
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Como a reta BC é perpendicular ao plano ABF , tem-se que o vetor de coordenadas (2, 3, 6) é normal

ao plano ABF e assim, este pode ser dado por:
2X+3y+6z+d=0,deR

Substituindo o ponto A(4, -4, —3) na equacdo considerada, obtém-se:
2x4+3x(-4)+6x(-3)+d=0<d =22

Tem-se assim que o plano ABF pode ser dado por:
2x+3y+6z+22=0

Resposta correta: (A)

3.2.
Sabe-se que qualquer ponto da reta BC é da forma (3+ 2k, 5+3k, 1+ 6k), k € R e como o ponto B

tem a ordenada igual ao dobro da abcissa, temos:

5+3k =2x(3+2k) < 5+3k=6+4k < k=-1

Assim, B(3-2,5-3,1-6)=(1, 2, -5), pelo que OA(4, -4, -3) e OB(L 2, -5)

Entéo,
R 04-0B 4x1—4x2-3x(=5) 11 11
cos(AOB) = — — = = —
[04]| x |[0B|| 42+ =92+ (=3)Zx 12+ 22+ (=5)2 V41 x+30 1230
Logo,
A 4 1
AOB = cos ™t ~ 720
(\/1230J
3.3.

Como o nimero de casos possiveis é “C,x%C,=36 e o nimero de casos favoréveis é

4C2 X 4C2 —4 =32, entdo aplicando a regra de Laplace, a probabilidade pedida, p, é dada por:

32 8

P=3% "9
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4.

O dominio de validade da condicdo é D={xeR:x>0}=R".

Fazendo y =Inx, a inequacao fica, y2 -y-2<0.

2
1+4(-1)" —4x1x(-2
Determinando os zeros: y2—y—2=0®y= \/( )2 1>< X( )
X

oSy=-1v y=2

Esbocando o grafico da funcdo quadratica f , definida por f (y) = y2 —-y-2:

) =yt -y-2

- -

A

Portanto,

y2—y—2<0<:>y>—1 A Y<2 < Inx>-1 A Inx<2 <:>1Inx>lne‘1 A Inx<ne? <
—~1=Ine"
2=Ine?

y=Inx

S X>— A x<e2

Intersectando com o dominio (figura ndo a escala):

v

=Y

Portanto, o conjunto solugdo da condigdo é R™ mﬂ l,e2 D = } l,e2 {
e e
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5.
5.1.

Para estudar a funcdo g quanto & monotonia, determinemos a expressdo analitica da primeira derivada de g

no intervalo J1,+oo[ :

!

g’(x):(x2 —3x—2|nx) =
= 2X—3—2><1=
X
2x2-3x-2
- X

Calculando os zeros da funcdo derivada, no intervalo ]1,+ oo[ , vem:

3+£4J9+16 1
— SN

2x% —3x -2
&S —-= x=—§ v x=2

X

g'(x)=0 0 2x*-3x-2=0Ax#0 <Xx=

pelo que, 2 é a Unica solucdo neste intervalo.

Estudando a variagdo do sinal da fungéo derivada, em ]1,+oo[, e relacionando com a monotonia da funcéo,

vem:
X 1 2 +©
2x% —3x -2 n. d. - 0 +
X n. d. + + +
g9’ n. d. - 0 +
g n.d. —~ Min. —

Assim, podemos concluir que o valor minimo da funcdo g é atingido quando x=2, ou seja,
9(2) = (22 -3x2-2In2)=4-6-In2" = ~2-In4.
A fungdo é mondtona decrescente em ]1, 2], monétona crescente em|[ 2, +oo[ e tem um minimo igual a

—2-1In4.

e ——
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5.2.
Afuncéo g écontinuaem x=1 se XI_|>rr11+g(x)=XI_|)rrl1_g(x):g(l).
Assim, estudemos:

- 9(1)=1% -3x1-2In(1)=1-3-2x0=-2

+ lim_g(x)= lim_(x*-3x-2Inx)=1°-3x1-2In(1)=1-3-2x0=-2

x—1t x—1
(0)
. . 1-x k)Y = (x-1 . _ . x—1 _
- lim_g(x)= lim | ———-e*| = lim (1 ) tim e —— i etk
x—1~ x—1"\ ¥t 1 x=1" Xt 1 x-1” x—1" Xt 1
. - 1 - 1 _ _
-~ lim_ yy _el k:_—y_el ko _2_olk__q_olk
y=x-1 y—=>0"e’ -1 . el -1 1
X—1"=y—0 lim

y—=>0" vy
%/_/

Limite notavel

Logo, -1-e' K =2 e =211 K1 =1o1-k=Inlel-k=0ck=1.

6.

A percentagem de alunos com classificacdo interior a 13 é 5+15+10=30%. Portanto, 0,30x20=6 alunos
tiveram classificacao inferior a 13, pelo que I - b).

Introduzindo os dados numa calculadora, vamos determinar a mediana, a média e o desvio-padrado. Podemos,

primeiro, construir uma tabela de frequéncias absolutas:

ClassificagOes Frequéncia Relativa Frequéncia Absoluta
8 5% 0,05x20=1
10 15% 0,15x20=3
12 10% 0,10x20=2
13 20% 0,20x20=4
14 25% 0,25x20=5
17 20% 0,20x20=4
20 5% 0,05x20=1

Assim, a mediana é 13,5, a média é 13,6 e o desvio-padréo €, aproximadamente, 2,9. Na tabela seguinte

apresentam-se os valores obtidos com as diferentes calculadoras:
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TI-Nsipe CX 1I-T CASIO FX-CG50 NUMWORKS

Dados Grafico Estat
[E] Ceglfornd) (dFc](Real =T
1 Val" 1 ave ]. Dimens&o 20
2 10 3x 1386 X = 1 3 6 Minimo 8
3 12 2 Zx 272. rx =272 Méximo 20
4 13 45y 3864, zx2 =3864 "’"Pl;f:‘?e 1312

— ieaia 2
5 14 5 sx:= Sa.. 294511 X :% gzg???g% Desvio padrio 2.87054
5 17 4 ox:=on. 287054, ﬁx :20 v Variancia 8.24
=OneVarla[ 3 L6[ [ ]): CopyVar St | « » Primeiro quartil )
RN AREEN e e
]

l—VaI‘ i ave ]. Dados Grafico Estat
minX =8 T STy T —
Q 1 = 1 2 Primeiro quartil 12
8 Ilinx 8. Med = 1 3 . 5 Terceiro quartil 15.5
g x 12, Q3 =15.5 Mediana 135
e X maxX =20 Amplitude +interquartil 35
10 MedianX... 13.5 MOd — 1 4 ¢ Somatério 272
1 QaxX 15.5 Soma dos quadrados 3864
12 MaxX 20. Desvio padrdo amostral 2.945112
='Z]119Val‘(a[€_-5],b[E-.-E]): CopyWar Stk | 4 ¥ Verifnc]zlemst ol Her6ny
Moda 14

Portanto, | > b), 11— ¢), 11— b) e IV— a).

D, =R\{0}
Como a funcédo f é o quociente entre duas e fungdes continuas em R, a funcdo € continua no seu dominio,

logo a Unica candidata a assintota vertical é a reta de equagdo X = 0.

Estudemos a existéncia de assintotas verticais:

im 1 (x) = | 1-cosx _ . (1-cosx)(1+cosx) . 1-cos’x cos? x - sen®x
x>0 x>0 x4 x50 x* (14 cosx) >0 ¥ (1+cosx) >0 x* (1+cos x)
.senx .. senx . 1 . 1 1 1 1
= lim x lim x lim —lelm—:lxlx—+x—:+oo><—:+oo
x>0 x x=0 ¥ x=0 x4 x>0 14 cosx 0" 1+cosO 2

Assim, )!imo f (x) =+, pelo que a Unica assintota vertical ao grafico da funcdo f é a reta de equagdo
_)

Xx=0.

e ——
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8.

)!lna f(x)= f(a),a# 2 > afungdo é continua em R\{2}

lim f(x)=f(2)com f(2)>0e lim f(x)=-o0

x—2+F X—2~
f(x)x f(3)<0

) A funcdo nao é continua para X =2, uma vez que lim f(x) = lim f(x), logo ndo é possivel
x—2F X—2~

recorrer ao Teorema de Bolzano-Cauchy pois a fungdo ndo é continua em [1, 3] (ndo é continua em X = 2
que pertence ao intervalo). Assim, apesar de f (1) x f (3) <0, ndo podemos garantir que a funcdo f tem

pelo menos um zero no intervalo 1, 3[, pelo que a afirmac&o é falsa.

I1) Para que a reta de equacdo X = 2 seja assintota vertical ao grafico da funcdo T é necessario que:

lim S =10 ou lim . = t 00, 0 que ndo se verifica pois:
x—2F f(X) X—2~ f(X)
lim L = L = 0 (ndmero real)
X2~ f(X) —0
1 1

lim ——=——,como f (2) >0, ndmero real positivo, logo este limite ndo é infinito, pois também
w2 100 1(2)
serd um namero real positivo.
Como nenhum dos limites é infinito, a afirmac&o é falsa.

9.

ax2?

A érea do sector circular de raio 2 é dada por: = 2a.

Observando que que:
A(2,0), B(2cosa,2sena), C(—2cosa,2sena), D (—2cosa,0)
A drea do trapézio [OBCD] é dada por:

OD+CB __ 2cosa+2(2cosa)
———XCD = X2sena = (cosa+2cosa) X2sena

2 2
=2cosasena+ 2 (2cosasena) =

= sen (2a) + 2 sen 2a) = 3 sen 2a)

A érea sombreada resulta da soma destas duas areas ou seja 2a + 3 sen (2a), COMO queriamos mostrar.
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10.

A equacdo que permite resolver o problema é F(6) = F(26) (ou uma equivalente).
Assim, considerando F; = F(0) e F, = F(26), determinamos o ponto de interse¢do dos graficos das duas

funcbes com o auxilio da calculadora gréfica.
Como e ]0, %[ obtemos a seguinte representacao gréafica:

I3

9] 0,26 m
1

Logo o valor de 6, solucdo deste problema, em radianos e arredondado as centésimas, é 0,26.

11.

Como o ponto A pertence ao semieixo imaginario negativo e a circunferéncia de raio 2 centrada na origem,
entdo corresponde ao nimero complexo z, = —2i.

Como este nimero complexo é uma raiz clbica de w, entdo z,3 = w.

Logo,

2,3 = (—20)3 = —8i3 = 8i = 8e™2

Resposta correta: (C)

12.
4 2 4(1-1) 2 4—4i 2 4-4i 2 .2 . .
z7=—-—Z= - = —Z= — L =2-2i—-5=2-2i-2i=
1+ i7 (A+i)(1-i) i3xi* 1+1 i3 2 —i 1
=2—4i
C.A.
i7=3xi*=i3=ixi%?=—i

Sejaw = a+ bi; a,b € R.
Calculemos, na forma algébrica, o complexo zw.
Ora, como o afixo de zw pertence a bissetriz do terceiro quadrante, temos que

Re(zw) = Im(zw), com Re(zw) <0 e Im(zw) < 0.
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Assim,

zw=(2 — 4i).(a + bi) = 2a + 2bi — 4ai — 4bi* = (2a + 4b) + (2b — 4a)i

Como Re(zw) =Im(zw) & 2a+4b =2b—4a & 6a =—-2b < b =—-3a

Donde,

zw=(2 — 4i).(a + bi) = (2a + 4b) + 2b — 4a)i = (2a — 12a) + (—6a — 4a)i = —10a — 10a i.
Por outro lado,

|zZw|=5v2 & /(=10a)? + (=10a)? = 5v2  V100a2 + 100a% = 52 <

50 1 1 1
ac=—-oa==- V a=-3

20002 =25%x2=dt=—
a “ =200 4 2

1
Paraa = b temos b = —

N =
N| W

3

2
(2—41’).( i>=1—3i—2i+6i2=1—6—5i=—5—5i €320

3

2

1
Paraa = —% temos b =

(2—4i).(—§+%i)=—1+3i+2i—6i2=—1+6+5i=5+5i € 120.

Como o afixo do complexo w pertence a bissetriz do 3° quadrante, temos que:

1 3
W—2 2l
Resolucéo alternativa:
4z A 2 AnA 2 T ATl A ) i gi—2-4i
I+1 17 ==l 1-1 -1 1= 1 —i 2 —i

. < . . Y1 .
Como o afixo de zxw pertence a bissetriz do terceiro quadrante, um seu argumento é e Assim, como 0

seu modulo é 5v/2 , vem que:

z><w:5ﬁei57” =5«/§[cos(57ﬂj+isen(ST”Dz&E(—%—%i]:—S—si

Logo,
. -5-5j —-5-5j —5-5i 2-+4i —10— 20i —10i — 20i?
IxW=-5-5l<w= SW= — SW=——X -S> W= PRI &
z 2—4i 241  2+4i 2° =47
-10-30i +20 10-30i 10 30i 1
W=s——— S W= SW=—-———SW=———]|
4+16 20 20 20 2
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13.
y=mx+1;, f(x)=2x>+bx+5
Seja a aabcissa do ponto onde a reta tangente ao grafico de f é areta de equagdo y = mx + 1.
Assim, f'(a) = m.
Ora, f'(x) = 4x + b e, consequentemente, f'(a) =4a+b .

4a+b=m Q)
Por outro lado, e pelo facto de o ponto pertencer ao grafico e a reta,
f@=2a?+ba+5 e f(a)=ma+1

2a’ +ba+5=ma+1 )
Assim, de (1) e de (2), resulta,
2> +ba+5=((4a+b)a+1< 2a*>—-4a*>+ba+5-ab-1=0<

©-2a+4=0=a=4V2 .

Como, por hipdtese, a > 0, concluimos que a = V2.

FIM

e ————
Proposta da APM de resolugao da prova de Matematica A (635) do ensino secundario, 26 de junho de 2024 Péagina 11 de 11



